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Kapitel 1

Problemstellung und Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Standardmafe fiir average-Betrachtungen im Bereich der Komplexitédtstheorie sind
der Erwartungswert und das Levinsche Durchschnittsmaf. Diese bergen gewisse Un-
zulinglichkeiten: So unterstiitzt der Erwartungswert keine Ubertragung von komple-
xitdtstheoretischen Ergebnissen anderer Maschinenmodelle, wie sie durch die Technik
der Simulation sonst moglich ist. Das Levinsche Maf} bietet dies, kann dagegen nur
unprézise klassifizieren.

Dieser Sachverhalt wurde schon in der Diplomarbeit des Autors [Schi 91] diskutiert.
Ein Ergebnis dieser Arbeit war die Definition des Mafles Av, welches sowohl prézise
ist als auch Simulationsergebnisse unterstiitzt. Die zugehorige Komplexitéatsklasse Av-
Time(T,C) mit Zeitschranke T' und Menge C von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
besteht aus allen Sprachen L, die fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ aus €' eine
Maschine M besitzen, die L akzeptiert und deren Zeitfunktion timey; beziiglich p

Av (T') -beschrankt ist.

Als Komplexitatsklasse der Wahrscheinlichkeitsverteilungen wurde die Klasse ran-
kable statt der bisher bekannten Klassen computable [Levin 86] und sampleable
[BCGL 89] betrachtet, da rankable dem Av-Maf} am besten angepafit ist.

Mit Hilfe dieser Klasse wurde in der Diplomarbeit die Zeithierarchie
AvTime(o(T), V —rankable) C AvTime(T, V —rankable)
bewiesen. Fiir grofle Schranken V = T - ExLL und T € POL wurde dort gezeigt, daf

gilt
AvTime(T, T - ExL—rankable) = DTime(T) .

1



2 KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG UND EINLEITUNG

Ausgehend von diesen Ergebnissen sollen in der vorliegenden Arbeit weitere Ansétze
verfolgt werden. So soll das Arsenal der Durschnittsmafle erweitert werden um ein dem
Erwartungswert stark verwandtes Maf}, welches wir Eav nennen werden. Auch ein dem
Median verwandtes Mafl, Med genannt, soll gefunden werden, das den besonderen
Notwendigkeiten der Komplexitatstheorie geniigt.

Ferner soll untersucht werden, wie sich Av, Eav und Med beziiglich elementarer Ope-
ratoren wie z.B. lineare Abbildungen, Summe oder Produkt verhilt. Zusétzlich sollen
diese drei Durchschnittsmafle miteinander verglichen werden.

Aus den Durchschnittsmaflen Eav und Med ergeben sich analoge Komplexitatsklassen
wie bereits fiir Av. Fiir diese sollen Klassifikationen gefunden werden. Insbesondere soll
die Existenz von Hierarchien der Form

AvTime(T, V —rankable) C AvTime(T, o(V)-rankable)
untersucht werden.

Die Komplexitatsklassen basierend auf Med kénnen bei geeigneter Definition auch nicht
berechenbare Probleme enthalten. So sollen insbesondere zwei nicht-berechenbare Pro-
bleme, das Halte-Problem der Turing-Maschinen und das Kolmogoroff-Komplexitats-
problem, mit Hilfe dieser Median-Zeit-Klasse neu bewertet werden.

Die aus Av, Eav und Med resultierenden deterministischen polynomiellen Zeit-Klassen
AvDis P, EavDis P und MedDis P bilden Alternativen zu der Klasse polynomi-
ell zeit-berechenbarer Probleme P . Diese Klassen sollen untereinander in Beziehung
gesetzt werden.

Zuletzt soll untersucht werden, inwieweit diese Klassen polynomiell zeit-beschrankte
Reduktionen unterstiitzen, wie diese aussehen und ob es vollstindige Probleme in NP
beziiglich solcher Reduktionen gibt.

1.2 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir das durchschnittliche Laufzeitverhalten determini-
stischer Algorithmen. Dabei modellieren wir Algorithmen mittels deterministischer
Turing-Maschinen. Das folgende Beispiel soll die Fragestellung verdeutlichen:

Beispiel:
Die Sprache der Palindrome Lpy ist die Menge aller Zeichenketten (Wor-
ter), die vorwérts wie riickwarts gelesen gleich lauten, zum Beispiel ANNA,
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TAT oder OTTO. Wir wollen nun herausfinden, wieviel zeitlicher Aufwand
notwendig ist, fiir ein gegebenes Wort w zu entscheiden, ob es ein Palin-
drom ist.

$INGIRUMIMUSNOCTEETCONSUMIMURIGNTIS

( Palindrom )

Abbildung 1.1: Eine 1-Band-Turing-Maschine kann ein Palin-
drom in quadratischer Laufzeit erkennen. Diese hier merkt
sich ein Zeichen der linken Seite, iiberschreibt es mit $ und
vergleicht es mit dem auf der rechten Seite. Dieses wird dann
mit § tiberschrieben, der Schreib- und Lese-Kopf fahrt nach
links und beginnt von Neuen.

Abbildung 1.1 skizziert die Kopf-Bewegungen einer 1-Band-Turing-Maschi-
ne, die diese Frage in quadratisch vielen Schritten bezogen auf die Lénge der
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Eingabe beantwortet. Diese Zeit-Aussage bezieht sich auf die worst-case-

Laufzeit einer solchen Maschine. Der schlimmste Fall (worst-case) wére fiir

diesen Algorithmus ein Palindrom als Fingabe:
INGIRUMIMUSNOCTEETCONSUMIMURIGNI

Hier benétigt die Maschine mindestens quadratische Laufzeit. Fiir das Ent-
scheidungsproblem der Sprache Lp, kann sogar gezeigt werden, daf} jede
1-Band-Turing-Maschine mindestens quadratische Laufzeit benétigt (siehe

[Reis 90]).

Palindrome sind, wie jeder weif}, in der Praxis selten, und quadratische
Laufzeit ist fiir viele Eingaben gar nicht notwendig. Eine Eingabe folgender
Gestalt

TNHOLEBREMMINEDREWRESELEMASKREMFUA

kann unsere Turing-Maschine mit einem Uberstreifen des Kopfes iiber die
Eingabe verwerfen, wie Abbildung 1.2 zeigt.

S$TNHOLEBREMMINEDREWRESELEMASKREMFUAS

—$
<
|

@ein Palindrom)

Abbildung 1.2: Fiir diese Eingabe bené&tigt dieselbe 1-Band-
Turing-Maschine wie in Abbildung 1.1 lineare Zeit, um die
Palindrom-Eigenschaft zu testen.

Wire jedes Eingabewort der Lange n gleich wahrscheinlich, so hétte man
bei 1/26 aller Eingabemoglichkeiten Laufzeit n und bei %-% die Laufzeit
< 3-n. Mit Wahrscheinlichkeit (%)k . % ergibt sich die Laufzeit < (2k +
1) - n. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf} die erwartete Laufzeit

linear ist.

Man kann aber auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung angeben, die je-
dem Algorithmus im Durchschnitt das schlechtestmogliche Zeitverhalten
abverlangt. Hier kommen nur Palindrome vor, andere Zeichenketten haben
Wahrscheinlichkeit 0. Jeder korrekte Algorithmus hétte dann mindestens
quadratische Laufzeit.

Eine Verteilung, die die worst-case-Laufzeit bis auf einen konstanten Faktor auch
zur average-Laufzeit macht, nennen wir bésartig. Sicher macht eine average-case-
Betrachtung keinen Sinn, wenn man es mit solchen Verteilungen zu tun hat.
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Meist gelingt es nicht vollstindig, die average-Laufzeit zur worst-case-Laufzeit zu ma-
chen. Wir werden diesen Begriff nicht formal exakt fassen und sprechen auch dann von
bosartig, wenn die average-Laufzeit der worst-case-Laufzeit nur anndhernd entspricht.

In obigem Beispiel hat jemand, der die Verteilung festlegt, anscheinend Kenntnis, ob
ein Wort ein Palindrom ist oder nicht. Ein Algorithmus, der diese Entscheidung zu
treffen hat, und somit auch der Algorithmus, der die bosartige Verteilung generiert,
benétigen wiederum quadratische Zeit, wenn man 1-Band-Turing-Maschinen benutzt.

Ist dies notwendig? Welche Komplexitat hat im allgmeinen eine bosartige Verteilung?
Diese und verwandte Fragen werden wir im Verlauf dieser Arbeit untersuchen. Dabei
werden wir gleich zu Beginn feststellen, dafl die Definition eines geeigneten Komple-
xitdtsmafles fiir den Durchschnitt einiger Anstrengungen bedarf.

Beispiel:

Betrachten wir hierzu den Erwartungswert. Angenommen wir héitten fiir
ein Problem nachgewiesen, daf} es eine 2-Band-Turing-Maschine gibt, die
dieses Problem in erwartet linearer Zeit 16st. Nun wird aber zuséatzlich nach
einer Losung mittels 1-Band-Turing-Maschinen gefragt. Wir erinnern uns
daran, daf} eine Simulation der Berechnung einer 2-Band-Maschine, die Zeit
T'(n) benétigt, in Zeit T'(n)?* von einer 1-Band-Turing-Maschine simuliert
werden kann, wenn fiir alle Eingabelangen n gilt T'(n) > n.

Die Vermutung, dieses Problem koénnte eine 1-Band-Turing-Maschine in
erwartet quadratischer Zeit 16sen, ware etwas voreilig.

Nehmen wir weiter an, daB mit Wahrscheinlichkeit 27/% die 2-Band-Ma-
schine Zeit 2/? benétigt und ansonsten linear beschriankt ist, wenn n die
Lénge einer Eingabe ist. Fiir die 2-Band-Maschine ergibt das eine erwartete
Zeit von

onl 9=n/2 |y (1 —z—n/Z) < l4n.

Fiir die 1-Band-Maschine wird aus der linearen Laufzeit quadratische und
aus 2*/? wird 2" . Ihr Erwartungswert ist damit exponentiell:

on . 9=n/2 4 2. (1 _ z—n”) > on/2

Leonid Levin [Levin 86] untersuchte aus diesem Grund ein mit dem Erwartungswert
verwandtes Durchschnittsmaf}, das die Abgeschlossenheit unter Polynomial-Zeit-Simu-
lationen gewéahrleistet. Wir folgen dieser Vorgehensweise, die ausfiihrlich in [John 84a,
Gure 91a] dargestellt ist.
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1-Band- 2-Band-
Turing- Turing-
Maschine Maschine
HEEEEE
quadratisch
l l | l l | | zeitbeschrankte l l l l l | l
Simulation
ﬁ
erwartete erwartete
Laufzeit Laufzeit
exponentiell linear
Eingabe x

Abbildung 1.3: Im Erwartungswert erhalten Polynomial-Zeit-
Simulationen keine polynomiellen Zeitschranken, hier dar-
gestellt am Beispiel der Simulation einer 2-Band-Turing-
Maschine durch eine 1-Band-Turing-Maschine.

Der klassische Ansatz der Durchschnittskomplexitéat einer Maschine M ist der Erwar-
tungswert beziiglich einer lokalen (= finiten) Wahrscheinlichkeitsverteilung i, fiir
Eingaben = der Lange n:

By, (f) = palz)- f(z).
|z|=n

In dieser Arbeit setzen wir fiir f(x) die Laufzeit timeys(x) einer Turing-Maschine M
auf Fingabe x. Wir betrachten die Folge o, i1, ft2, ... von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, wobei p; : ' — [0;1] eine Verteilung iiber Zeichenketten der Linge ¢ ist. Die
Maschine M ist nun erwartet T-zeitbeschrankt fiir eine Schranke T :IN — IN,
falls Vn E,, (f) < T, was eine andere Schreibweise ist fiir

W3 () i <

|z|=n

Wir kennen jetzt bereits ein Beispiel (siehe Abbildung 1.3) dafiir, dal aus einer linea-
ren Beschrinkung von f im Erwartungswert nicht folgt, dal f? im Erwartungswert
polynomiell beschréankt ist. Somit sind Techniken wie polynomial-zeitbeschréankte Si-
mulationen anderer Maschinenmodelle nicht mehr anwendbar.
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Auf solche Techniken will man jedoch nicht verzichten und so erscheint es annehm-
bar, den Erwartungswert samt seiner einfache Interpretation fallen zu lassen, um die
Abgeschlossenheitseigenschaft beziiglich solcher Transformationen wieder zu erreichen.

f(z)
T(|=])

Wendet man die inverse Funktion von 71" auf Zahler und Nenner des Bruchs
erhalt man so

an,

T=1(f())

]

V>0 > pa(z)-

|z|=n

Natiirlich ist dieses Mafl nicht der Erwartungswert, es besitzt aber die gewiinschten
Abgeschlossenheitseigenschaften.

Beispiel:

Uberpriifen wir das am zuvor gezeigten Beispiel. Fiir die 2-Band-Maschine
ergibt sich wiederum lineare Komplexitédt. Eine 1-Band-Maschine, die diese
simuliert, brauchte nun nur noch quadratische Komplexitat, da gilt

9-n/2 | @ + (1 _ 2—n/2) @ 1.

n n

Die Wahrscheinlichkeit einer Zeichenkette  ist beziiglich einer lokalen Verteilung nur
im Rahmen des zugehérigen Zufallsexperiments p,, der entsprechenden Linge n = |z
interpretierbar. Fiir eine andere Wortldnge findet ein unabhangiges Zufallsexperiment
statt. Zeichenketten verschiedener Langen sind kaum vergleichbar.

Eine elegante Alternative hierzu ist eine globale Wahrscheinlichkeitsverteilung. Hier
steht der iiber alle Eingabeldngen definierten Sprache eine wiederum iiber alle Einga-
belangen definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeniiber.

Die lokalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen [u], sind jetzt als bedingte Wahrschein-
lichkeiten [],(z) := Prob,[x | |#| = n] beschrieben. Im Gegensatz zu lokalen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen kénnen wir jetzt iiber verschiedene Eingabelangen mitteln.

Levin betrachtete also Verteilungen p iiber die gesamte Menge aller Eingaben und
verlangte, daf} gilt X
S ooy U

]

Wenn dies gilt, nennen wir (f,r) Levin-average-T-zeitbeschrénkt (Lav). Dabei
setzte er voraus, dal @ nicht die leere Zeichenkette A ( |A| = 0) annimmt. Wir folgen
dieser Betrachtungsweise und betrachten nur Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, wel-
che die leere Zeichenkette A nicht gewichten (u(A) = 0). Da damit nur eine einzige
Eingabezeichenkette ausgeschlossen wird, stellt dies keine Einschrankung hinsichtlich
spater betrachteter Komplexitatsklassen dar.
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Definition 1

(f,p) € Lav(T) = E,u (w) < 1.

]

Dieser Ansatz wurde intensiv untersucht in [BCGL 89, Gure 91b].

An dieser Stelle wollen wir den Faden aufgreifen und ein neues Element in die Betrach-
tungen einbringen: die Prézision.

Definition 2 Fin Mafi M(T) beziglich einer Komplexititsschranke T ist prézise,
falls fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und fir alle Funktionen f :3¥* — IN
mit f(x) < T(|a]) gil

(f,m) € M(T)

und andererseits fir alle Funktionen ¢g:¥* — IN mat
Vk e N g(x) Zae k- T(|2]), d.h. gew(T)
aber gilt

(g 1) & M(T) .

Eine andere Definition konnte sein: Ein Maf} ist prazise, wenn eine Zeitfunktion f, die
fiir alle Eingaben genau 7' ist, nicht einer asymptotisch kleineren Schranke 7" € o(T')
(d.h. Vk e Nt k- f <,. g) zugeordnet werden kann.

Beispiel:
Nehmen wir eine uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung fi,,;, die den

bindren Zeichenketten z € {0,1}"\ {\} die Wahrscheinlichkeiten
H’uni(w) = 6/7‘[‘2- |x|_2.2_|1’|

zuweist. Eine Turing-Maschine, die genau n? Schritte auf jeder Eingabe

der Liange n benétigt, wiirde nun Lav (O(N119)) -zeitbeschrénkt sein fiir
beliebiges € > 0 (N steht hier fiir die identische Funktion in IN).
6 - ||+

L =

xr

fiir eine geeignet gewéhlte Konstante k. Tabelle 2.1 zeigt weitere Beispiele
dieses Phédnomens.

Der Grund fiir den Verlust der Prézision ist der EinfluB des funktionalen Wachstums
von p(x) auf die Zeitschranke T'. Es kann durch immer bessere Wahl der Verteilungen
vermindert werden; gelost wird es auf diese Weise nie (siehe Lemma 2).

Wir werden im néchsten Kapitel prézise und aussagefahige Mafle definieren.
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1.3 Notationen

Zuerst legen wir einige grundlegende Notationen fest, wobei wir uns im wesentlichen
an der in [Reis 90] orientieren. Diese Zusammenstellung umfaft alle zum Verstandnis
notwendigen Begriffe.

1.3.1 Allgemeines

Die Menge der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, ... bezeichnen wir mit IN . IN* := IN\ {0}
sei die Menge aller positiven Zahlen, Z die Menge aller ganzen Zahlen. IR steht fiir die
Menge der reellen Zahlen. Die Menge der Booleschen Zahlen besteht ausschlieflich aus
dem Symbol O fiir falsch und 1 fiir wahr. Funktionen mit Booleschem Wertebereich
werden Pradikate genannt.

Die Potenzmenge Pot(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A.
Wenn Menge A eine Teilmenge von Menge B ist, schreiben wir A C B oder auch
B D A. Falls A eine echte Teilmenge von B ist (also A ist Teilmenge von B und
beide Mengen sind ungleich), schreiben wir A C B oder B D A. Wir benutzen die
Intervall-Schreibweise [a;b] fiir die Menge {2 | a < a <b}, (a3b) :={z|a <2 <b}
fiir das offene Intervall und [a;b) :={z |a <x <b}, (a;b] :={x|a <2 <b} fir
die halboffenen Intervalle.

In Zusammenhang mit natiirlichen Zahlen werden wir das Symbol oo benutzen. Es
steht fiir eine Zahl, die grofler ist als jede natiirliche Zahl. Andere Operationen als
Vergleiche mit natiirlichen Zahlen werden nicht mit dieser Zahl dargestellt.

Fiir eine Funktion f:.A — B und ein Pradikat P : A — {0,1} bezeichne
{f(@) | P(2)} := {y|3e: f(z)=yund P(z)} .

Genauso werden wir in einem Summen-Ausdruck folgende Vereinfachung benutzen,
wenn klar ist, welche Variable (in der Regel x) an das Summen-Konstrukt gebunden

ist.
S ot(x) = Yo t(w).
P(=z) ze{y|P(y)}
Die Definitionsmenge A einer Funktion f : A — B nennen wir dom(f) := A

(domain). Fiir undefinierte Ausdriicke f(c), also wenn ¢ ¢ dom(f) gilt, verwenden

wir folgende Schreibweise: f(c) = L .

Fiir eine Funktion f:.A4 — C und eine Menge B C A definieren wir f(B) als

FB) = {y|JeecB: f(x)=y}.
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1.3.2 Funktionen und Wachstumsklassen

Wird die Funktion f: A — B auf die Funktion ¢ : B — C angewendet, so bezeichne
fog: A— C dieresultierende Funktion fog(n) := f(g(n)).

Die Maximumsfunktion max : IN x IN — IN oder max : IR x IR — IR bildet
(x,y) auf den groBeren der beiden Werte ab. Das Maximum einer endlichen Menge
A werde ebenfalls damit ausgedriickt: max(A) := a genau dann, wenn z € A
und Vy € A x > y. Fir Funktionen f,¢ bezeichnet max[f,g] die Funktion

n — max(f(n),g(n)).

Entsprechende notationelle Vereinbarungen treffen wir fiir die Minimumsfunktion min.

Wird aus dem Kontext klar, dafl das Ergebnis einer Operation eine natiirliche Zahl sein
soll und steht an dieser Stelle eine positive reelle Zahl r . so wurde die untere Gauf}-
Klammer-Funktion || der Ubersicht halber weggelassen. Sie bezeichnet den gréBten
ganzzahligen Wert, der nicht groBer als r ist. Die obere GauB-Klammer-Funktion [7]
bezeichnet dagegen den kleinsten ganzzahligen Wert, der nicht kleiner als r ist.

Eine Funktion f: A — B ist monoton zunehmend, gdw. = >y = f(x) > f(y).
Eine zweistellige Funktion f : A x B — (' wird monoton zunehmend genannt,
wenn fiir alle Konstanten k1 € A und ky € B die Funktionen f; : @ — f(ki,2)
und fy : @ — f(x,ky) monoton zunehmend sind. Analog vereinbaren wir monoton
abnehmende Funktionen.

Komplexitatsschranken sind monoton zunehmende Abbildungen 7" : IN — IN.
Zeitschranken T als Komplexitidtsschranken sind grofier als die identische Funk-
tion A mit der Zuordnung n + n. Wie bereits oben angesprochen, bezeichnet des-
halb die Funktion T'(aN) fiir eine Konstante a > 0 die Funktion n — T(|a-n]).

Um verschiedene Funktionen (zumindest teilweise) ordnen zu kénnen, benutzen wir die
O-Notation mittels der Terme O, o, €, w und @, siche Tabelle 1.1.

Die Exponentialfunktion exp ist hier definiert als exp n := 2". log, : IRT — IR ist
der Logarithmus zur Basis 2. Wir bendtigen in dieser Arbeit das in der Informatik
iibliche Aquivalent log : IN — IN | definiert als

0, n=>0
log(n) := { logy(n)| +1, n>0.

Tabelle 1.2 zeigt Funktionen-Mengen von besonderem Interesse.

Fiir eine Funktion f, die nicht notwendigerweise injektiv ist, definieren wir die Um-

kehrfunktion =1 durch
F=(n) = mingm | fm) > n)
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f <ae g

<

O(g)

w(g)
Q(g)
©(g)

QG) :

o(g) :

n Qg .

g€g

g€g

= U0l

g€g

dng € IN Vn > ng:

Fiir Funktionen f,g:IN — IN und eine Menge G von Funktionen
werde definiert:

f(n) <g(n).

= {fl3IeN [f<,k g},
= {f|VEeNT k-f<.g},
= {fIVEeN" k.g<.f},
= {fl3IelN g<.k-f},
= 0(g)

0(G) = UOolg) , o@) = Uolg),

g€g

= Uy , w©@) = Jwlg),

g€g

Fiir eine Menge ¢ von Komplexitatsschranken bedeutet f < G,
dafB es eine Funktion g € G gibt mit f < g.

Tabelle 1.1: Die O-Notation zum Vergleich asymptotisch ver-
schieden wachsender natiirlicher Funktionen.

Lin(T
Pol(T

Log

LLog(T

ExL(T

(1)
(1)
(1)
PLog(T)
(1)
(1)
(T)

EExL(T

o(T) , LIN
U or", POL
(S(log T), LOG
Pol(Log(T)), PLOG
O(loglogT), LLOG
exp(O(T)) , EXL
exp@(O(N)), EEXP

= OW),

= Pol(\),
= Log(N),
:=  PLog(\)
= LLog(N) ,
= ExL(\)

= exp® |

Tabelle 1.2: Wichtige Klassen von Funktionen.

11
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T(rtm)) > n,
T=9Tm)) < n,
T[_l](T(n) +1) > n.

Falls 71,7, monoton zunehmend sind und ¢ € IR, gilt

(TyoTy)Y = oY
Tl-1]
7 ARl i |
ey = |52
(T + c)[_l] = max {0; A c} )

Falls T streng monoton zunehmend ist, gilt

T[_l](T(n)) =n.

Tabelle 1.3: Niitzliche Eigenschaften von T,

Tabelle 1.3 zeigt elementare Figenschaften dieser fiir die vorliegende Arbeit grundlegen-
den Definition. In Anlehnung an diese Notation bezeichne f[" die n-fache Iteration
der Funktion f oder fI=1 je nach Vorzeichen von n .

o W
fiil = ol falls n > 0,
firl = o T falls < 0.

Die iterierte Exponentialfunktion itexp und die zugehoérige iterierte Logarithmusfunk-
tion itlog werden mittels dieser Notation definiert als

itexp(n) = exp(1),
itlog(n) := itexpl™(n).

1.3.3 Zeichenketten

Die endliche Menge 3 besteht aus mindestens zwei Zeichen. Im allgemeinen sind
dies beliebige, allerdings werden diese hiufig auf die bindren Zeichen ,0“ und 1
eingeschréankt. Die Menge aller Zeichenketten einschliefllich der leeren Zeichenkette A
sei. X*. X" ist die Menge aller Zeichenketten der Lénge n, fiir eine Zeichenkette
z bezeichnet || die Lange. Eine Teilmenge L C ¥* wird Sprache genannt. Eine



1.3. NOTATIONEN 13

endliche Sprache ist eine endliche Teilmenge von ¥*. Komplexitiatsklassen sind
Mengen von Sprachen, die durch ein Komplexitétskriterium beschrieben werden.

Die charakteristische Funktion g einer Sprache ist definiert durch

1, z€e L,
xe®@) =0 g

bin: IN — {0,1} " bezeichnet die Standardumwandlung von natiirlichen Zahlen in
bindre Zeichenketten (z.B. bin(215) =,,11010111“). Die Ordnungsfunktion ord : ¥* —
IN gibt die lexikographische Ordnungszahl der binaren Zeichenkette an. Sie definiert
sich zum Beispiel fiir bindre Zeichenketten rekursiv aus

ord(A) = 1,
ord(x0) := 2-ord(x),
ord(x¢l) := 2-ord(x)+1.

Somit ist ord(bin(n))=2-n+1.

Die lexikographische Ordnung @ < y der Zeichenketten ergibt sich gemafl der
Ordnungszahl:
x <y <= ord(z)<ord(y).

Der Vorganger einer Zeichenkette = € ¥* gemaf dieser Ordnung werde mit « — 1
bezeichnet; der Nachfolger mit & 4+ 1. XS beschreibt fiir eine Zeichenkette z die
Menge aller Zeichen, die lexikographisch nicht gréer als = sind. Entsprechend steht
L=" fiir eine Sprache L

Ls* = L N XS,

Dagegen steht die Notation ¥=" fiir natiirliche Zahlen n fiir folgendes:

S = fee | fef<n),
=20 = e ey |fe 20},
L=" = [ N,
L= = [ n Y.

1.3.4 Turing-Maschinen

Algorithmen werden hier mittels Turing-Maschinen modelliert. Grundsétzlich be-
trachten wir deterministische Turing-Maschinen (DTM). Die Ausgabe-Funktio-
nen werden aufgezihlt durch ®%, wobei k die Anzahl der Argumente ist. Die &
Eingabe-Zeichenketten einer Turingmaschine werden durch das Symbol # getrennt,
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das nicht zur Eingabe-Zeichenmenge ¥ gezihlt wird. Fiir die Aufzihlung ®! verwen-
den wir auch noch die Schreibweise M; . Fiir eine Turingmaschine M sei M : ¥* — ¥~
die Ausgabe-Funktion. M produziert auf Eingabe « die Ausgabe M (x) und hélt. Falls
M nicht halt, ist M(x) nicht definiert. dom(M) bezeichnet somit die Menge aller
Eingaben, auf denen die Ausgabe-Funktion definiert ist und fiir die M somit halt.

In einigen Fallen werden wir nicht-deterministische Turing-Maschinen (NTM)
betrachten. Alle betrachteten Maschinen haben nur zwei Arbeitsbander, was fiir geeig-
nete Aufzédhlungen garantiert, dafl eine universelle Turing-Maschine nur mit kon-
stantem multiplikativem Zeitverlust existiert. Genauer gesagt setzen wir voraus, dafl ei-
ne Maschine U jede Maschine M; auf Eingabe xz#bin(i) in hochstens O(i-timeyy, (x))

Schritten simulieren kann.

Dabei beschreibt timeps(2) die Anzahl der Zustandsiibergénge von M auf Eingabe
x, bis M in einen Endzustand gerét, falls M eine deterministische Turing-Maschine
ist. Handelt es sich bet M um eine nicht-deterministische Turingmaschine, bezeich-
net timeps(x) die Anzahl der Zustandsiibergange von M auf Eingabe z auf dem
kiirzesten akzeptierenden Berechnungspfad. Falls kein solcher existiert und daher M
verwirft, bezeichnet timey () die Lange des langsten Berechnungspfads.

Iir deterministische Maschinen werden wir noch eine andere Zeitfunktion definieren

(siehe Seite 94).

Handelt es sich bei der von M berechneten Funktion um einen Akzeptor, das heifit
M berechnet oder entscheidet eine Sprache L, so entspricht die Ausgabe-Funktion
von M der charakteristischen Funktion von L

M(z) = xu(z).

Obwohl wir Algorithmen mit Turingmaschinen modellieren, werden wir in Beweisen,
die die Beschreibung eines Algorithmus notwendig machen, diese durch eine prozedural
orientierte Programmiersprache angeben.

Eine Funktion f : N — A ist in Zeit T' konstruierbar, falls es eine deterministi-
sche Turingmaschine M gibt, die auf Eingabe 1" die Ausgabe bin(f(n)) innerhalb
der Zeitschranke T'(n) berechnet. Eine Funktion T ist zeitkonstruierbar, falls die
Funktion T in Zeit T konstruiert werden kann. Alle betrachteten Zeitschranken in
dieser Arbeit werden als zeitkonstruierbar vorausgesetzt.

1.3.5 Wahrscheinlichkeitstheorie

Hier werden ausschlieflich Wahrscheinlichkeitsfunktionen p : A — [0;1] iiber
der Eingabe-Menge A C ¥* betrachtet. g selber steht fiir die Dichtefunktion, was
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bedeutet Y, u(x) = 1. In dieser Arbeit betrachten wir aus Riicksicht auf das Levin-
sche Mafl nur Wahrscheinlichkeitsverteilungen g mit p(A) = 0, wenn nicht anders
vereinbart. Die Wahrscheinlichkeit Prob,[B] eines Ereignisses B C dom(u) wird
beschrieben durch

Prob,[B] = > pu(x).

r€B
Die Verteilungsfunktion g* : A — [0,1] definiert sich aus der Dichtefunktion als

pe(x) = > pz).

y<z

Fiir eine globale Wahrscheinlichkeitsverteilung p : ¥* — [0;1] werde die lo-
kale Wahrscheinlichkeitsverteilung [p], : ¥ — [0;1] fiir jedes n € IN mit
Prob,(X=") > 0 definiert als

2 )

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist finit oder endlich, wenn die Anzahl aller Er-
eignisse mit positiver Wahrscheinlichkeit endlich ist.

Der Erwartungswert E, (f) einer Funktion f : ¥* — IR bezliglich einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p ist definiert als

E.(f) == > flx) pla).

z€dom(u)
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Kapitel 2

Durchschnittsmafle

2.1 Das Av-Ma#fl

Levins Mafl kann die Problematik der Simulationen im average-case 16sen, es kann
aber nur zwischen polynomiellem und {iberpolynomiellem Zeitverhalten unterscheiden.
Dieses in der Einleitung angesprochene Problem 1a8t sich zwar durch geschickte Wahl
der Wahrscheinlichkeitsverteilung verkleinern indem man, wie in Tabelle 2.1 gezeigt,
Y anstelle eines Gesamtgewichts von n~2, Gewichte proportional zu n™" - log™*n
oder noch besser proportional zu

ntlog n- .. (logl T n) 7 - (logh n) 2
gibt (log" bezeichnet den k-fach iterierten Logarithmus).

Es ergibt sich aber immer ein Eintrag des funktionalen Verhaltens der Wahrscheinlich-
keitsverteilung in das Zeitverhalten, da sich folgendes zeigen 148t.

Lemma 1 Fiir eine monoton abnehmende positive Funktion u : ¥* — [0;1] und eine
reellwertige Funktion h : [0,1] — [0,1] mit einer in (0,1) monoton abnehmenden
ersten Ableitung h', gilt fir u(x) # u(x —1)

: h(u(z)) — h(u(z — 1)) :
hu(z—1)) < (o) —u(z —1) < R(u(x)) .

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz existiert ein zo € (0;1), so daB

/ h(u(z)) = h(u(z —1))
Wzo) = u(z) —u(x —1) '

Da A’ monoton zunehmend ist, gilt A'(u(x — 1)) < A'(z0) < h'(u(x)). [

17
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p | T | T |
1
B 0(1) LOG? - LLOG®
__a N - LOG? N - LOG?
SENEE
o N? . LLOGZ | NZ.LLOG®
el |z - log® | 2| log N log® V/

Tabelle 2.1: Beispiele zur mangelnden Prazision herkémmli-
2

cher Mafle. T erfiillt Bedingung F, (%—) <1, wéhrend T;

1

der Anforderung (N? u) € Lav(7T,) geniigt. Man beachte,
dafB bei diesen MaBen immer eine Wahl der Schranken méglich

ist, so daB} 7,75 € o(N?) gilt.

Lemma 2 Fir jede monoton abnehmende positive Wahrscheinlichkeitsverteilung p :
¥* = [0,1] gibt es eine Verteilung f1 mit

Beweis:  p*(x) == Y.<, pu(z) sei die Verteilungsfunktion von p beziiglich der lexiko-
graphischen Ordnung der Zeichenketten ¥*. Wir definieren eine neue Wahrscheinlich-
keitsfunktion g, wie in Abbildung 2.1 gezeigt, durch die Verteilungsfunktion

(@) = 1= I— ().

Daraus ergibt sich die Dichtefunktion durch fi(z) := g*(a)—g*(x—1). Nach Lemma 1
erhalten wir fiir h(x):=1—+/1 — 2 und u(x) := p*(x) die Ungleichung

i) a1
plx) — L —p(x—1)
Dabei strebt #L ins Unendliche. [ |

£/ 1—p*(z)

Levins average-case-Maf} kann also fiir keine noch so gut gewéhlte Wahrscheinlich-
keitsverteilung p préazise sein. Man kann zu g n&mlich immer eine noch langsamer
gegen 0 konvergierende Wahrscheinlichkeitsverteilung i definieren. Der Quotient /i
kann nun die Abweichung von der Prézision ermoglichen. Dies war wohl der Grund,
dafl Levin nur die Oberklasse polynomial on the average definierte, welche fiir
moderat abnehmende Wahrscheinlichkeitsverteilungen nur zwischen polynomiell und
iiberpolynomiell sicher unterscheiden konnte.
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=

X
1 Moo 0"

Abbildung 2.1: Die Dichtefunktion i, dargestellt durch die
Flachen der dunkler schraffierten Rechtecke, strebt asympto-
tisch langsamer gegen 0 als g .

Definition 3 Fine Funktion f : ¥* — IN gehort zur Klasse Lav(POL) (Levin
average polynomial) beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung o gdw. fir eine

Zahl k gilt
1/k
L, (f(l‘) ) C
|z]

Wir stellen nun ein strengeres Durchschnittsmafl vor. Die Idee ist, alle Verteilungen f
gleichzeitig zu betrachten, die, ordnet man Zeichenketten geméfl ihrer Wahrscheinlich-
keit, sich in der Rangfolge der Zeichenketten nicht unterscheiden; zum Beispiel wenn
©(10001) < p(11) gilt, dann muf} gelten (10001) < f(11). Wir sprechen in diesem
Fall von einer Average-Beschrankung durch 7', falls die Funktion fiir alle m&glichen
Verteilungen dieser Art Levin-average-beschrénkt ist.

Dann ist nur die Reihenfolge der Eingaben hinsichtlich abnehmender Wahrscheinlich-
keiten von Bedeutung. Deswegen definieren wir fiir eine Verteilung u ihre korrespon-
dierende Rangfunktion rank, , wie in Abbildung 2.2 gezeigt, durch

Definition 4

_ J HzeX [ulz) 2w}, falls p(z) >0,
rank,(x) = { /j)o , g falls Z(l‘) =0.
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M)\
1
Kl 3
rankM
4
6 5
I 7
o0

A0 1 00011011000... X

Abbildung 2.2: Der Rang rank,(x) einer Zeichenkette x in
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p ist die Anzahl aller Zei-
chenketten, die mindestens ebenso wahrscheinlich sind.

Hierbei spielt oo die Rolle einer Zahl, die grofier ist als jede natirliche Zahl. Eine
Turing-Maschine, die die Rangfunktion berechnet, gibt ein spezielles Symbol fir diesen
Fall aus.

Fiir eine Klasse spezieller Wahrscheinlichkeitsverteilungen ergeben sich so sehr einfache

Rangfunktionen (siehe Abbildung 2.3).

rank

>
>

M 0 100 011011000 X

Abbildung 2.3: Die uniforme Rangfunktion rank,,; tber der
Menge aller bindren Zeichenketten.
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Definition 5 Uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilungen gewichten Fingaben
gleicher Linge gleich. Kirzere Fingaben erhalten eine grofiere Wahrscheinlichkeit als
lingere. Zu diesen Verteilungen korrespondiert die uniforme Rangfunktion iber der
Eingabemenge X*, definiert durch

rank,.;(x) := ‘ZSM

Wahrscheinlichkeitsverteilungen pg , die nur auf Teilmengen S C ¥* uniform sind
und sonst die Wahrscheinlichkeit 0 annehmen, heiffen S-uniform. Deren Rangfunk-
tion werde ranks genannt:

|S<ll 0 falls 2 € S,

o0 sonst .

rankg(x) = rank,.(z) = {

Y

Fiir eine Rangfunktion p bezeichne p™ diejenige injektive Rangfunktion, die bestimmt
wird durch

i) {p<x> —{z | 2> x und pla) = p(2)}] . Jalls plx) < 50,

oo, sonst .

p™ wird auch injektivierte Rangfunktion von p genannt. Betrachtet man die

injektivierte uniforme Rangfunktion rankiunlii , so ergibt sich

rank™ () = ord(z) .

uni

Analog ergibt sich fiir die injektivierten S-uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(siehe Abbildung 2.4)

|57, fallsz € S,

o0 , sonst .

ramkg1j (x) = {

Wir studieren diese Begriffe an folgenden Beispielen.

Beispiel:
Betrachten wir zuerst die Wahrscheinlichkeitsverteilung g , definiert durch

ord(z)? >

——  falls . = 20,
p () {

C
gord(z) SonSt 9

wobei ¢ so gewdhlt wird, dafl >, p1(x) =1 gilt. Man sieht sofort, dafi 14
alle Zeichenketten, die auf 1 enden, wesentlich unwahrscheinlicher macht
als solche, die auf 0 enden.

Die Rangfunktion p; := rank,, berechnet sich nun wie folgt:
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41 B inj
3l . rank s

0 Ml O[1 |oo]lo1|10]11 001 (011 101 111
009 |01d 100 110

11 L L]
XS

Abbildung 2.4: Die S-uniforme Rangfunktion ranks und die
injektivierte uniforme Rangfunktion rankg’ werden hier der
charakteristischen Funktion ys von S gegeniibergestellt.

1. Fall: « = 20

Der Rang ergibt sich aus der Ordnungszahl der Zeichenketten, die
auf 0 enden, addiert um die Anzahl der anderen Zeichenketten, die
wahrscheinlicher sein kénnen.

o) = ord(z) +1{k | 2* < ord(2)?)]
= ord(z) + 2-log,(ord(2)) .

2. Fall: o # 20
Aufgrund der geringen Wahrscheinlichkeiten fiir solche x wird der

Rang hauptsichlich durch die Zeichenketten, die auf 0 enden, be-
stimmt.
prle) = ord(s)+ |{k | 2 < 2001}
= ord(z) + exp(ord(z)/2) .

Die Rangfunktion ist daher

B ord(z) + 2 -logy(ord(z)) , falls = 20,
prlr) = { ord(z) + exp(ord(z)/2) , sonst .
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Gehen wir nun den umgekehrten Schritt und fragen uns, wie man aus
der Kenntnis der Rangfunktion eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erhal-
ten kann.

Wir betrachten hier die injektivierte Lp, -uniforme Rangfunktion, wobei
Lp, die Menge aller bindren Palindrome bezeichnet. Die Rangfunktion er-
gibt sich daher aus

LS fallsz e S,
sonst .

rankp, = {

oo,

Dabei gilt fiir |L5%| = 2[%1. Die injektivierte Rangfunktion rankil be-
rechnet sich dagegen durch

al
rankp,,

o0 sonst .

inj { |Lsh|, fallsz e S,

Seien praefix(s,n) die Zeichenkette bestehend aus den ersten n Buchsta-
ben von s. Dann ergibt sich

L5l = |[LE5' 4 ord(praefix(z, [|2|/2])) — exp([]«|/2]) .

Aus jeder Rangfunktion p erhélt man jetzt passende Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, indem man fiir eine streng monoton abnehmende Folge f(7)
mit Y ;e f(7) = 1 die Rangfunktion einsetzt: >, f(p(z)). Somit waren
geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

MQ(x) - ,0(1‘)27
pa(z) = p(x) - log(p(z))?’

Cq

Hle) =) Toa(ple)) Tl

wobel ¢, c3, ¢4 geeignete Konstanten sind.

Rangfunktionen definieren also Aquivalenzklassen von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen. Man kann diese aber auch erhalten, indem man ein anderes Mittel zu Hilfe nimmt:
monotone Transformationen.

Definition 6 Fine reellwertige monotone Abbildung m : [0,1] — [0,1] wird mo-
notone Transformation der Wahrscheinlichkeitsverteilung 1 genannt, gdw. m(u)
wiederum eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, d.h. >, m(u(x))=1.
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A M-]

Y

Abbildung 2.5: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung pq(z) =

m(p(x)) entsteht aus pq(x) durch die monotone Transfor-

mation m.

Eine monotone Transformationen m zerstort nicht die Ordnung einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung o (siehe Abbildung 2.5), da gilt

plz) > ply) = mp(z)) = mu(y)) -

Somit erhalten wir durch folgende Definition das oben vorgeschlagene average-Maf.

Definition 7 Die Menge Av(T) (average T) enthdlt alle Paare (f,p) bestehend
aus einer Funktion f :X* — IN und einer Wahrscheinlichkeitsvertedung p, so dafs
fir alle monotonen Transformationen m von p gilt

] N

1o f(a
(fym(p)) € Lav(T) , d.h. Eow (Tif()) < 1.

Wegen des Allquantors iiber alle montone Transformationen ist die obige Bedingung fiir
Av (T) schwer zu {iberpriifen. Aber es gibt eine aquivalente und zugleich praktischere
Charakterisierung von Av (7). Hierfiir betrachten wir den Sonderfall von Schwell-
wertfunktionen thr; : [0,1] — [0,1] als monotone Transformationen, wobei wir fiir
[ =rank,(x) definieren thry(z):=1/l, falls z > pu(x), andernfalls ist thry(z) :=0.
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Proposition 1

T ()

< 1.
||

(f,p) € Av(T) = Vi > thry(p(w))

Beweis: ,, = “ folgt aus der Definition.

» <= Sei xy, x3, ... eine geordnete Aufzdhlung aller Zeichenketten z mit p(z) #0
derart, daB p(x;) > p(xipr). Fir o :=(aq,...,a,) mit a; := T[_l](f(xi))/|:1;i| werde
angenommen (f,u) ¢ Av(T) . Dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit u(z,) >
p(xn41), so da fiir eine monotone Transformation m gilt

1 m(p(a;)) -a; > 1.

Um durch eine Wahl von m den grofiten Wert der Summe 37 m(pu(x;)) - a; zu erhal-
ten, miissen wir ein lineares Optimierungsproblem 16sen. Die Lésung besteht aus einer
Menge von Vektoren, die einen (n — r)-dimensionalen Simplex beschreiben. Hierbei

beschreibt r die Anzahl der Indizes i < n, fiir die gilt p(x;) = plxig1).

Die Extremstellen sind (1/¢,...,1/¢,0,...,0). Die Losung ist die Menge aller Punkte,
——_————

i-mal
die groBtmogliche Entfernung haben von der (n — 1)-dimensionalen Hyperebene, die
den Ursprung (0,...,0) beinhaltet und den Normalenvektor a besitzt. Diese Menge
enthélt einen Extrempunkt des Simplex. Daher gibt es eine ganze Zahl [ mit ay =
ay=+--=a; =1/l , durch die die obige Summe ihr Maximum erreicht. [

Als direkte Folgerung dieser Proposition erhalten wir, dafl eine Durchschnittsschranke
berechnet werden kann, ohne eine einzige monotone Transformation zu betrachten. Fs
ist nur noch die Menge XE’ der [ wahrscheinlichsten Zeichenketten der Wahrschein-
lichkeitsverteilung p interessant:

X;l = {a | rank,(z) <[} .

Wenn die Rangfunktion p = rank, einer Wahrscheinlichkeitsverteilung s ist, bezeich-
ne analog XpSl die Menge

XpSl = {a]|plx)<lI}.

Korollar 1

(f,pn) € Av(T) — Vi Z w < 1.
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Beweis: Fir eine Schwellwertfunktion thr; erhalt man

Z thrl(/,b(l')) T[_l](f(x)) — Z T[_l](f(l')) .

x |x| xEXEl [- |x|

Deswegen folgt Korollar 1 aus Proposition 1. |

Ab jetzt werden wir nur noch diese einfachere Charakterisierung benutzen. Weil diese
Bedingung nur die Rangfolge des Eingaberaums beziiglich der Verteilung beriicksich-
tigt, erhalten wir

Korollar 2 Falls py, s Wahrscheinlichkeitsvertedlungen sind mit gleicher Rangfunk-
tion rank,, = rank,, , gl

(fv/“‘l) € Av (T) — (f7 M?) € Av (T) :
Falls rank,, <rank,, , gt
(fv/“‘l) € Av (T) = (f7 M?) € Av (T) :

Eine Rangfunktion p représentiert also nicht nur eine ganze Aquivalenzklasse von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, also genau jene Verteilungen g mit rank, = p, son-
dern kann auch ohne jede Finschrankung direkt zur average-case-Analyse herangezogen
werden. Aus diesem Grund werden wir in der weiteren Arbeit nicht unterscheiden zwi-
schen dem Paar (f, ), welches eine Verteilung enthdlt und dem Paar (f,p), welches
auf die entsprechende Rangfunktion p = rank, verweist.

Die folgende Proposition gibt eine weitere niitzliche Darstellung dieser Mengen und
dient zur Vereinfachung bestimmter Abschatzungen.

Proposition 2

(f,pn) € Av(T) = Vi > min{a, | f(z) < T(as-|2))} < 1.

acEXMSl
Beweis: Nach Korollar 1 gilt
Tl-1]
(f,p) € Av(T) — Vi T Ute) < 1.

acEXMSl

Nach der Definition der Inversen von T gilt

min{m | f(z) < T(m)}

]

— /Y

acEXMSl
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Nun ersetzen wir m durch a, - |z

= Vi > min{a, | f(z) < T(a,-|2))} < 1.

acEXMSl

Bevor wir uns mit diesem Maf} intensiver beschéftigen werden, untersuchen wir ein
verwandtes Maf.

2.2 Das Eav-Maf}

Bis jetzt betrachteten wir den Erwartungswert nur beziiglich lokaler Wahrscheinlich-
keitsverteilungen pu, . Eine Funktion f : IN — IN wird lokal T -erwartet genannt,

wenn gllt
/J"ﬂ T —_

Nach Definition des Erwartungswerts bedeutet dies

Vo Y pa(w) jf((é)b < 1.

|z|=n

Wir bevorzugen aber eine Definition, die globale Wahrscheinlichkeitsverteilungen be-
riicksichtigt.

oder in der Summenschreibweise

f()
21 )

IA
—

Beispiel:
Wir betrachten die uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung piyn = 6/77-
2|72 - 271l und die Zeitfunktion f(x) := |z|?. Diese Funktion ist aber
im Erwartungswert sogar durch eine Schranke 7' € O(N'*¢) beschrankt,
so daf} gilt

B (f]T) < 1.

Weitere Beispiele dieses Phanomens zeigt Tabelle 2.1.
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Dieses Maf} ist aus denselben Griinden nicht prazise wie das Levinsche Durchschnitts-
maB. Wir benutzen wieder den Begriff der monotonen Transformationen, um die ge-
wiinschte Prézision zu erhalten.

Definition 8 Die Menge Eav(T) (expected average T) enthilt alle Paare (f, )
bestehend aus einer Funktion f:X* — IN und einer Wahrscheinlichkeitsvertetlung u ,
bet denen fir alle monotone Transformationen m von p gilt

Wir kénnen diese Bedingung folgendermaflen vereinfachen.

Proposition 3

(f,p) € Eav (T) — ) Z<l jf((é)b < [.

Beweis: ,, = “ nach Definition.
2
» <=1 verlauft genauso wie die Beweise von Proposition 1 und Korollar 1, wenn man

Y
Mll]xflﬂl durch Tﬂ(é% ersetzt. [ |

Diese prazise Charakterisierung mittels Eav ist dem urspriinglichen lokalen Erwar-
tungswert nidher verwandt als der oben angefithrte Zwischenschritt F,(f/T) < 1. So
kann man leicht einsehen, daf fiir die uniforme globale Wahrscheinlichkeitsverteilung
funi und ihr lokales Aquivalent [feunin gilt

Vi B (f) < T(n) = ([ ) € Bav (T) .

Die Aquivalenz ist nicht gegeben, immerhin gilt aber fiir Eingabealphabet ¥

Vi B, () <

T(n) <= (f,ptuni) € Bav (T) .

Betrachtet man Komplexitatsklassen, so ergibt sich spater fiir viele Wahrscheinlich-
keitsverteilungen die Aquivalenz zwischen Eav und lokalen Erwartungswert (siehe Theo-
rem 4).
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2.3 Eigenschaften der Average-Mafle

Wie verhalten sich nun die hier konstruierten Mafle gegeniiber elementaren Operatio-
nen?

Lemma 3 Seien (f,u) € Eav(Ty), (fi,n) € Eav(T;) und seien ¢ € R*,n € IN,
dann gilt

(e fom) € Bav(e-Ty+1),
(Z fi M) € Eav(n-X0, T;) .

Beweis:

L. (e-fop) € Eav(e-Ty+1)
Wir werden beweisen, dafl (|c- f],p) € Eav([e-T¢]) . Dafiir betrachten wir fiir
alle [

g e Tyllel)] = Z:;zC'Tf(|:1;|).l <1

da (f,p) € Eav (Ty) .

2. (i fion) € Bav(n- 2L, T5)
Zuerst beachte man, dafl grundsétzlich gilt

Sy file) ", filx)
S D) S & T

=1

Daraus folgt

S ne) S X, =T

acEXMSl

Hieraus folgt sofort

Korollar 3 Seien (f,u) € Eav (Ty) , (g,p) € Eav(T,) und sei k € IN. Dann gilt

(f‘|‘97/l) € EaV(Z'Tf—I_Z'Tg)v
(f+Fkp) € Eav(2-Ts4+2-k) .
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Fiir Addition und lineare Abbildungen gelten also &hnliche GesetzmaBigkeiten, wie wir
sie fiir den Erwartungswert kennen. In der Einleitung wurde schon gezeigt, dafl andere
Operatoren scheitern. So gibt es eine Funktion f und eine Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung u, so dal (f,u) € Eav(N?) aber auch (f?,u) ¢ Eav(POL) gilt.

Das Av-Maf} dagegen bietet eine Vielzahl von Abgeschlossenheitseigenschaften.

Lemma 4
a) Fiir eine monotone Funktion g: N — N gilt:

(f, 1) € Av(T) — (gof.pu) €Av(goT) .
b) Falls g > 0 streng mononton zunehmend ist, gilt sogar

(fyu) € Av(T) = (gofiu) €EAv(goT) .

Beweis: a) Nach Proposition 2,
(fop) € AV(T) = VI > min{a, | f(z) <T(ay-|2))} < 1

acEXMSl

— VI Y minfa, | g(f(2)) < g(T(a, - 2]))} <

acEXMSl

= (9o f.p) €Av(goT).

b) folgt &hnlich durch Anwendung durch die monotone Funktion g I auf go f und
goT . Man beachte, da fiir streng monotone Funktionen ¢ gilt ¢gl-% o g = N . |

Korollar 4 Fiir belicbige Konstanten c,c; € R, ¢y € R gilt

(fiu) e Av(T) = (e1-f+cop) €EAv(er-T +¢3) und
fm) € Av(T)

g.1) € Av(Pol(T))

g, 1) € Av(POL)

g€ Pol(f) und (f,p) e Av(T) =

(
(
(
g € Pol(f) und (f,p) € Av(POL) = (

Summen oder Produkte von Komplexitétsschranken abzuschétzen, ist etwas aufwendi-
ger. Zu diesem Zweck wird die Maximum-Funktion max : A x V' — N herangezogen.

Lemma 5 Fir 0 < g <1 gilt

(f,p) € Av(Ty) und (g,u) € Av(1,) =
(max(f,gl, ) €  Av(max[Ty(%),7,(25))
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Beweis: Sei D := maX[Tf(%),Tg(%)]. Dann gilt,

(fin) €AV(Ty) = VI ¥ min{ozx|f(:1;)§Tf (%-m)} < 1.8

xEXEl ﬁ
== VI Z<lmin{ozx | flx) < D(ay-|z])} < 1-05.
reXF
Ahnlich gilt
(g, 1) € Av(T,) — ) ZX;Z min{a, | g(x) < D(ay - |z])} < 1-(1=0).
rTEA T

Somit gilt

Vi > min{a, | g(z) < D(ay - |z]) und f(z) < D(a, - |z|)} < 1,
was wegen Proposition 2 impliziert, dafi (max[f,g], ) € Av(D) . |
Unter Beriicksichtigung von f + ¢ < 2-max][f,g|, resp. f-g < max[f?, ¢*] erhalten

wir fir die Summe und das Produkt

Korollar 5

Av(2 - max[T(2 - N), T,(2 - N)])
Av(max[Ty(2- N2, T,(2- N)?)) .

(f+g.1)

(fp) € Av(Ty) und  (g,p) € Av(T,) =
€
und (f . gv/“L) €

Damit folgt also auch (f+g,u) € Av(2-(Ty 4+ Ty) o (2- N)) . Tabelle 2.2 fafit die Er-

gebnisse dieses Abschnittes zusammen. Eine ausfiihrliche Darstellung gibt Tabelle 9.1.

2.4 Eav versus Av

Das Av-MaB ist das schwichere MaB fiir 7" > A . Algorithmen mit guter erwarteter
Laufzeit (¢,p) € Eav (T) ,vererben“ demnach ihr Laufzeitverhalten diesem neuen Maf
(t,p) € Av(T(2-N)) . Andererseits behalten untere Schranken, die fiir das Av-Maf

bestimmt werden, ihre Giiltigkeit auch fiir das dem Erwartungswert nahen Eav-Maf.
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‘ ‘ Eav ‘ Av ‘
c-f c-Ty+1 c- Ty

Frg |2 T+ 1) |2 (52 M) + T2 A)
[g — Te(2- N)* +Ty(2- N)?
- i

Tabelle 2.2: Das Verhalten von Fav und Av gegeniiber
elementarer Abbildungen. Die Spalteniiberschrift beschreibt
das gewihlte Durchschnittsmall ((f,u) € Av(Ty) oder
Eav (T%) ; analog ¢ ).

Lemma 6 Sei T eine Zeitschranke, so daff T/N (n — %} monoton zunehmend
ist, dann gilt
Eav (T) CAv(T(2-N)) .

Beweis: Sei (f,p) € Eav (T) . Somit gilt

vy 29

a0l

Um obiges zu beweisen, mufl man zeigen, dafl gilt

vy DUy

RN
Hierfiir teilt man die Eingaben in die beiden Teilmengen

L= x| f(z) > T(z])},
I = {z]|f(z) < T(z])}.

Wenn f(z) > T(|z]), dann ist TCU(f(2)) > TEYT(|z]) +1) > |z|. Unter der
Voraussetzung, dafi ¢g(n) := T(n)/n monoton zunehmend ist, ergibt sich fiir solche
Zeichenketten z

gTF:)) = glle)) —
T Tz
e = —
(=) 7(2)
TI7E) = =
fz) . TEU()
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Dann gilt

Fir z € I, gilt

Deswegen gilt

Betrachtet man Platzschranken oder parallele Algorithmen, so ist es notwendig, auch
Komplexitatschranken zu betrachten, die langsamer wachsen als lineare. Vorauszuset-
zen ist dabei fiir das Av-Mafl immer, dafl diese nicht durch eine konstante Funktion
beschréankt sind. Fine schliissige Ergdnzung der Definition wire die Forderung, daf die
betrachtete Funktion diese konstante Schranke niemals iiberschreitet. Bisherige Ar-
beiten [JRS 94, JRSW 94] zeigten jedoch, daf} selbst fiir einfachste Problemstellungen
dieser Fall nicht eintritt.

Lemma 7 Sei T eine Funktion, so daff die Funktion N/T (n — ﬁ) monoton
zunehmend ist, dann gilt

Av(T) CEav(2-T) .

Beweis: Sei (f,p) € Av(T) . Somit gilt

V| ngl'

acEXMSl

Um das obige Lemma zu beweisen, mufl man folgendes zeigen.

vl Z f(x)

ZL T S
Hierfiir teilt man die Eingaben wiederum in die beiden Teilmengen

L= x| f(z) > T(z])},
I = {z]|f(z) < T(z])}.
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Wenn f(z) > T(|z]), dann gilt fiir g(n) := n/T(n) die Ungleichung g(T=U(f(2))) >

9(|z]), da g nach Voraussetzung monoton zunehmend ist. Damit ist

a

|
TE=ad=n) — 7=

>
K — T(=D
Dann gilt
[-1]
s I s TR
senmys LD = e

Fir z € I, gilt

Deswegen gilt

Der Erwartungswert wird hier also schwécher als das Av-Maf}. In [JRS 94] konnte dieser
Effekt folgendermaflen ausgenutzt werden: Nachdem der Erwartungswert fiir eine breite
Palette von Schaltkreisentwiirfen die konstante Funktion O(1) war, konnte die Wahl
des besseren Schaltkreises durch das Av-Mafl vorgenommen werden, wobei hier eine
untere Schranke im Bereich von llog nachgewiesen werden konnte.

2.5 Median als Mafl

Von Average-Maflen wird normalerweise erwartet, dal man wenige langsame Laufzei-
ten von Algorithmen ,,wegmitteln® kann. Dabei wissen wir immer noch nicht, wie grof}
die Werte einer Funktion f sein diirfen, damit sie im average zum Beispiel noch qua-
dratisch beschrinkt ist. Wie verhilt es sich zwischen diesem Extrem und f = A?%7?

Wie héufig darf zum Beispiel kubische Laufzeit auftreten?

Wir werden uns hier ein neuartiges Durchschnittsmaf erarbeiten, das diese Frage formal
fassen wird und hilft, sie zu beantworten. Betrachten wir zuerst ein Beispiel.
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Beispiel:
Wir wissen von einer Funktion ¢:¥* — IN ausschliellich, daf

(L, ftuni) € Eav (N?) .

Wie oft kann diese Funktion nun héheres polynomielles Verhalten haben,
also zum Beispiel ¢(z) = |z|'° 7 Wir untersuchen dafiir die mégliche Anzahl
aller Eingaben bezogen auf die [ wahrscheinlichsten Eingaben X Eulni mit
t(z) > |z|*°. Eine einfache Rechnung fiihrt zu

[

X=! :
|{l’ € loggl

Huni

t(x) > |2} <

Dieser Anteil wird natiirlich kleiner, wenn man die exponentielle Funktion
betrachtet.
H{z e X

Huni

t{z) > exp(lal)}] < log?l .

Fiir groBlere Funktionen ergibt sich sogar

H{z e X

Huni

) > exp(le)} = 0.
Betrachtet man dagegen eine Funktion ¢ : ¥* — IN mit
(tvﬂuni) € Av (N2) )

so erhalt man

)
<l
{z e X | t(z) > [z} < log® ]
{z € X5 | t(x) > exp(lz])}} < VI-logl,
{x € Xfulni t(x) > exp(|:1;|)2}| < log®l .

Der mitunter drastische Unterschied ermoglicht interessante Einblicke in

das Av- und Eav-MaB. Siehe hierzu auch Tabelle 2.3.

Den Term [{z € X' | (x) > T(|z|)}| wird unser neues Ma$ bewerten. Dieser Term ist
eng verwandt mit dem Begriff des Medians in der Wahrscheinlichkeitstheorie. In vielen
statistischen Untersuchungen wird der Median dem Erwartungswert vorgezogen, meist
wegen seiner Unempfindlichkeit gegeniiber Ausreiflern.

Der Median miifite hier eigentlich eine Zeichenkette bezeichnen, da wir Wahrschein-
lichkeiten {iber Zeichenketten betrachten. Fiir globale Wahrscheinlichkeitsverteilungen
ist dies unmoglich, denn wo sollte in einem unendlichen Suchraum eine Zeichenkette
zu finden sein, deren Wert genau in der Mitte liegt?
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Wir gehen von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung g aus und betrachten wieder die
Rangfunktion p := rank, dieser Verteilung. Ziel dieser Untersuchungen soll nicht etwa
sein, eine Zeichenkette aus dieser nicht endlichen Menge zu benennen, die mittelmafi-
ges Verhalten aufweist: Es geht vielmehr darum zu charaktersieren, ob die Laufzeiten
t(x) beziiglich der Reihenfolge p der Zeichenketten immer zu 50% unterhalb der Zeit-
schranke T'(]x|) liegen. Dabei verlangen wir dies fiir alle endlichen Teilmengen der
Grofle [, wobei wir die [ am wahrscheinlichsten Eingaben aus ¥* untersuchen, also

{2 e X3 | tx) > T(|z]) }
l

Vi < 50% .

Diese 50%-Schranke ist aber gerade fiir die Betrachtung von Laufzeiten fiir Algorithmen
uninteressant. Einen potentiellen Abnehmer eines Software-Produkts wiirde kaum die
Versicherung zum Kauf anregen, dafl die Hélfte aller Eingaben in quadratischer Laufzeit
bearbeitet werden, von den anderen Eingaben aber nichts bekannt ist. Andererseits
wiirde ein Interessent es in Kauf nehmen, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
einer Zeitliberschreitung mit der eines Blitzschlages in den entsprechenden Rechner
abgeschétzt werden kann.

Wir beschrianken also die Haufigkeit dieser Ausreifler durch eine Komplexitédtsschranke
a : IN — IN, die im Gegensatz zu Zeitschranken héchstens linear wachst. Wir spre-
chen geméif folgender Definition dann von einer Median-Beschrinkung von (¢, p)
durch T mit Haufigkeit a.

Definition 9 Die Menge Med(T,a) enthdlt alle Paare (f,p) bestehend aus einer
Funktion f:Y¥* — IN und einer Wahrscheinlichkeitsvertedlung o, fir die gult

Vie N [{z e XF'| f(x) > T(lzD} < a(l).

Median-Beschriankung im urspriinglichen Sinne ergibt sich fiir die Haufigkeitsfunktion

a:=N/2.

Dieses Maf} unterscheidet sich fundamental von den Average-Maflen Av und Eav. Des-
wegen fithren wir es nicht unter diesem Begriff, sondern pragen hiermit den gleich-
wertigen Begriff Median-Mafl. Dieser Unterschied zeigt sich inshesondere bei den
Abgeschlossenheitseigenschaften. Hier gilt

Lemma 8 Fir die monoton zunehmende Funktion f:IN X IN — IN, die Hiufigkeits-
funktionen ay, ay und die Zeitschranken Ty, Ty gilt die Implikation
(ti,p) € Med(T1,a1) und (tg, ) € Med(T3,a2) =
(f(tlth)v/“L) € Med(f(Tlv TQ)? ay + a2) :
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Beweis:  f(ti(x),t2(x)) > f(Ti(|z]), To(]x|)) impliziert t1(x) > Ti(]z|) oder tx(x) >

Ts(|z]) . Daraus folgt fiir alle [ € IN

{o € XE | f(ta(), ta(2) > S(Ta(lxl), To(l]))}

< He e X3 ti(e) > Tullz])}|

+ Hr e XZ' | tal2) > To(|2])}

IA

ai(l) + ax(1)

Akzeptiert man also die Verdoppelung der Héufigkeit, so ist der Median praktisch
gegeniiber allen Operationen wie etwa linearen Abbildungen, Addition, Multiplikation
und Potenzierung abgeschlossen. Hierzu siehe auch Tabelle 9.1. Um ein Gefiihl fiir die

Bedeutung der Héaufigkeit zu bekommen, ziehen wir folgendes Beispiel heran.

I—Prim

0 1 3|5 7 | 11 15 [ 19| 23 | 27
2 4 |6 8 | 12 16 | 20 [ 24 | 28
9| 13 17 | 21 | 25 | 29
10| 14 18 | 22| 26 | 30
Abbildung 2.6: Die Menge der Primzahlen Lpy, im Bereich
[0:30] .
Beispiel:

Fiir eine Sprache L C ¥* und eine Funktion a :

(man beachte rank™. = ord )

(XL,rankinj) € Med(0,a)

uni

aquivalent zu der Aussage

Vo |L5F] < a(ord(z)) .

IN — IN ist der Term
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I—Prim

Abbildung 2.7: Die Menge der Primzahlen Lp,, im Bereich
[0;510] . Die Zahlen in den Rechtecken sind wie in Abbildung
2.6 angeordnet.

Betrachten wir zuerst die Sprachen Lpyim, der binaren Zeichenketten, deren
Ordnungszahl eine Primzahl darstellt.

Lpyim = {x] ord(x) ist Primzahl} .

Der Satz von Tschebyscheff besagt nun, daf fiir die Anzahl w(n) der Prim-
zahlen unter der Schranke n zwei positive Konstanten a, A existieren, so
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dafB fir alle n > 2 gilt

m(n)-Inn
Daraus folgt sofort

Prim

L] € @(%) .

Das heifit, der Anteil der Primzahl-Zeichenketten in ¥* wird durch eine
Haufigkeitsfunktion « € © (%) bestimmt.

Wenn man nun die Abbildungen 2.6 und 2.7 betrachtet, bemerkt man,
daf} diese Anzahl doch recht betrachtlich ist. Hier ist jedes Element x €
Lpyim als Kéastchen dargestellt. Die von oben links nach unten rechts grofier
werdenden Rechtecke umrahmen die Mengen {A}, {0,1}, {0,1}7, usw.

Die Héufigkeit der Primzahlen erweist sich als sehr hilfreich, wenn man
Primzahlgeneratoren zum Beispiel fiir kryptograpische Anwendungen kon-
struieren muf}. Um ndmlich eine Primzahl mit n Ziffern zu erhalten, muf}
man im Erwartungswert nur O(n) Zufallszahlen aus X" wiirfeln und auf
ihre Primzahl-Eigenschaft testen.

Lpal

A 0000 1000
0 ool 10 000| 100 0100, 1100
1 o1 | 11 001| 101 0001114 041190 401
0010 1010
010{110 o110l 1110
0011 1011
011 111 0111 1111

Abbildung 2.8: Die Sprache der bindren Palindrome Lp, mit
hochstens vier Zeichen.

Fiir unsere Palindrom-Sprache Lp, gilt dagegen

<z
‘Lﬁal

€ @( ord(x)) .
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Lpal

Abbildung 2.9: Die Sprache der bindren Palindrome Lp, mit
héchstens 10 Zeichen. Die Darstellungsmethode entspricht der
in Abbildung 2.8.

Die Hiufigkeitsfunktion « im Median-MaB kann daher mit a € ©(v/A)
bestimmt werden. Zwar kann man ohne Schwierigkeiten unzdhlige Palin-
drome finden, und ihre Zahl von O(2"/?) in einem 2%/2 x 2°/2_Feld ist
durchaus betrachtlich. Betrachtet man aber die Abbildungen 2.8 bzw. 2.9
und wéhlt ein Feld zuféllig aus, so erhédlt man mit hoher Wahrscheinlichkeit
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kein schwarzes Feld, das ein Palindrom markiert!.

Diese Uberlegungen, dann aber bezogen auf Algorithmen-Laufzeiten, wer-
den wir in Kapitel 5 erneut aufgreifen.

Das Medianmaf} 1a8t, wie eingangs angesprochen, interessante Einblicke in das Av-
und Eav-Maf} zu. Wir untersuchen nun folgende Fragestellung allgemeiner: Wenn eine
Funktion Eav (T7) -beschrankt ist beziiglich einer Verteilung p , wie groff kann dann der
Anteil hoherer Laufzeiten sein? Eine Teilantwort hinsichtlich der uniformen Verteilung
haben wir im ersten Beispiel dieses Abschnitts schon vorweggenommen. Betrachten wir
nun im folgenden wieder fiir p die korrespondierende Rangfunktion p := rank,.

Wir wollen nun also mit einer Funktion « die maximale Haufigkeit von Funktionswer-
ten t(x) > Ty(|z]) (fix Ty > Ty) abschdtzen, wenn ein Paar (¢,p) Eav (7)) - oder
Av (T1) -beschrankt ist. ¢ sei nicht bekannt und so setzen wir ohne die Haufigkeit zu
reduzieren voraus, dafl ¢(z) nur die Werte 0 oder Ty(|x|) + 1 annimmt (unter der
Voraussetzung T, nimmt monoton zu).

Betrachten wir einen Haufigskeitwert a(l), dann ist obige Fragestellung dquivalent zu:
Wie méchtig kann eine Teilmenge X der [ wahrscheinlichsten Eingaben prl maximal
werden, ohne die Bedingung 3 ,cx f(]z|) <1 zu verletzen.

Fir f(|x|) wahlt man den Term % , wenn das Eav-Mal} untersucht wird; fiir das

[—1]
Av-Maf} % Die Haufigkeitsfunktion bz liefert somit eine obere Schranke

fiir die gesuchte Haufigkeit.

Definition 10 Fir eine Funktion f : IN — IN wund eine Rangfunktion p definieren
wir

bz(l) = max{m ‘ X C Xpsl mit [ X| =m und D f(|z]) < l}

reX

Diese Schranke ist aber noch nicht optimal. Schliefllich benutzen wir fiir ein festes [

nur die Aussage
RICHESE

reX
Dabei gilt fiir jedes I" < max(p(X))

> fleh =l

rexnx s’

Der Leser kann dieses Experiment durchfiihren, indem er mehrmals einen Bleistift auf die Abbil-
dung fallen 148t.
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da, wenn man fiir f den geeigneten Term substituiert, sich die entsprechende Eav- oder
Av-Beschriankung ergibt. Die Haufigkeitsfunktion af; beriicksichtigt diesen Umstand
und ergibt so eine bessere Schranke:

Definition 11 Fir eine Funktion f : IN — IN wund eine Rangfunktion p definieren
wir

af(l) := max{m |3IX C X mit|X|=m und
P p
VIC X > f(xl) <max(p(1)}
l’EIﬂXpSmax(p(I))

Der Spezialfall I = X ergibt die Bedingung der Héaufigkeitsfunktion bg . Somit gilt

Proposition 4 Fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und Funktionen f:IN —
IN gilt

f f
a, < by .

Mit der Haufigkeitsfunktion aﬁ gelingt uns somit eine Beantwortung der eingangs
gestellten Frage, denn es gilt
Theorem 1 Fiir Zeitschranken Ty und Ty gilt

(t.p) € Bav(Ty) = (t.p) € Med (T, alT+0/T)) .

Beweis: Sei f := (Ty+1)/T:1. Angenommen es gelte (t,p) & Med (Tz,a(TZ)"'l)/Tl) :

P

Dann existieren ein [ € IN und eine Menge X C X=' mit Michtigkeit |X] > a/(),
so daf gilt Ve € X t(z) > Th(|z]).

Da |X| > a/(l), gibt es aber eine Teilmenge I C X, so daB gilt

> flz) > max(p(D)) .

l’EIﬂXPSmaX(p(I))

Sei nun !’ := max(p([)), dann gilt

(o) (o) Lieh+1
LTy = = 2 gy =

¢ seInx S vex s

Damit ist (¢,p) & Fav (T}) . |

Fiir das Av-Maf} erhéalt man eine dhnliche Beziehung.
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Theorem 2 Flur Tl[_l](Tz + 1)/N monoton zunehmend gilt

(t,p) € Av(Ty) = (t,p) € Med <T27azl[_l](T2+1)/N) ‘

Beweis: Dieser Beweis ist analog zu dem in Theorem 1. Nur ist der Term (75 + 1)/T}

mit Tl[_l](Tz +1)/N zu ersetzen. [ |

Bedingt durch die Kombination aus Maximumsfunktion und Quantisierung iiber Teil-
mengen ist der Term ag fiir Auswertungen relativ unhandlich. Gute Ergebnisse erhélt
man auch mit der Haufigkeitsfunktion cz .

Definition 12 Fir eine Funktion f : IN — IN wund eine Rangfunktion p definieren
wir

. (max(p(XsN¥n))
ct = min £ <! o

Hierbei betrachten wir jede Eingabeldnge n einzeln. So ergeben sich jeweils zwei obere
Schranken: Zum einen die Anzahl aller dort betrachteten Zeichenketten |prl nxr.
Andererseits die maximale Anzahl von Zeichenketten, um die Average-Schranke allein
durch Betrachtung von Eingaben dieser Lange zu sprengen.

¢, 1st wiederum eine obere Schranke fiir die Funktion «, ;.

Lemma 9 Fir eine Funktion f:IN — IN und eine Rangfunktion p gilt
aﬁ < cﬁ .

Beweis: Fiir gegebenes f, p und [ € IN betrachten wir eine Menge X C Xpsl mit
|X| = a/(l) und der Eigenschalft

VICX > f(lz]) < max(p()) .

l’EIﬂXPSmaX(p(I))

Betrachten wir nun eine feste Eingabelénge n und sei I := X N X". Dann gilt
1N XS < [XS'nyr,
zusétzlich gilt aber auch

|]ﬂX§l| - f(n) < max(,o(Xpsl nxm)).
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Somit gilt
max(p(X='NX"))

f(n)
und damit [X] < ¢/(1). |

XNyt < min( ,|X§’m2”|) :

Alle drei Haufigkeitsfunktionen ag ) bg und cg beschréanken also die Anzahl von Funk-
tionswerten grofer als T' von average-beschrankten Paaren (¢,p), denn es gilt nach-
stehendes Korollar.

Korollar 6 Fiir Zeitschranken 17 und Ty gilt
(t,p) € Eav(Ty) = (t,p) € Med (T27 b(pT2+1)/T1) :
(t,p) € Eav(Ty) = (t,p) € Med (T27 cg,(T2+1)/T1) )

Flir Tl[_l](Tz + 1)/N monoton zunehmend gilt

(t,p) € Av(Tl) — (tvp) € Med (Tg,bzl[_l](ﬁ—l—l)/'/\/) 7

(t,p) € Av(Tl) — (tvp) € Med <T27CZ~1[—1](T2+1)/J\/) )

Fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p mit ausgediinnter Menge an positiv gewichteten
Zeichenketten, zum Beispiel [{z € X' | p(x) > 0} < PLog(l), ergeben sich schon
mit bg brauchbare Aussagen.

Ist diese Menge aber sehr dicht, wie zum Beispiel bei der uniformen Verteilung, dann
ist die Haufigkeitsfunktion cg vorzuziehen. Dort gilt folgendes.

Lemma 10 Fir eine Funktion f und die uniforme Wahrscheinlichkeitsvertetlung pan;
tiber dem Alphabet ¥ gilt

logi-1 n
s X X
cran (l) S )
S BT X )
Beweis: folgt direkt aus Definition 12. |

Fiir viele Verteilungen kann man so eine einfache Beziehung zwischen Eav, Av und
Med erhalten. Fiir die uniforme erhdlt man aufgrund des letzten Lemmas folgendes
Korollar.
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T Med(T,a) 1

[ POL - exp| 1

expk -

a

III3I2 IIII4-I3 2 1 O

llogK logk Nk N - log'K

Abbildung 2.10: Jeder Punkt im Diagramm korrespondiert
mit einer Klasse Med (T, a) . Ist ein Punkt (a,T') unterhalb
der mit Eav (N?) beschrifteten Kurve, so gilt fiir alle Funk-
tionen f:¥* — IN die Implikation (f, ) € Eav(N?) =
(f, ttuni) € Med (T, a) .

Korollar 7 Fiir Ty > T und die uniforme Rangfunktion rank,,; tber dem Alphabet
Y gilt

B TR Tyn)
t,puni) € Eav(Ty) = (¢, ftuni) € Med | Ty, ——— - |,
( ) ) € aV( 1) ( H ) € Me ( 2 |Z| 1 Z Tg(n)

n=1
B st |Z|”-expn-n)

2.

(¢, ptuni) € Av(Th) = (1, ftuni) € Med | Ty, —
1 Y- o 1)
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Eine erschépfende Ubersicht fiir binires Eingabealphabet liefert Tabelle 2.3. Abbildun-
gen 2.10 und 2.11 zeigen diesen Sachverhalt noch einmal graphisch.

Jeder Punkt (a,T) der Abbildung 2.10 steht fiir eine Klasse Med(7,a). Fiir jeden
Punkt (a,T) unterhalb der oberen Linie gilt: Ist das Paar (f, ptuni) quadratisch im
expected average ( Eav (N?) ) beschrankt, ist es auch Med(T, a) beschriankt.

Die entsprechende Abbildung 2.11 fiir das Av-Maf} zeigt, dafl das Av-Mafl gerade im
Bereich grofler Laufzeiten wesentlich groflere Haufigkeiten als im Eav-Maf} zulédfit. In
den Abbildungen 2.10 und 2.11 deuten die schraffierten Fléachen die Bereiche an, durch
die die Kurven von Eav(POL) und Av(POL) verlaufen.

Fiir die average-case-Analyse eines Algorithmus liefert also eine einzige Aussage (t,p) ¢
Med (T, a) eine entsprechende untere Schranke im Av- und Eav-Ma$f.

Gehen wir jetzt den umgekehrten Weg, indem wir annehmen, wir hatten fiir eine ge-
wichtete Funktion (¢, ) eine grofie Vielfalt verschiedener Medianabschéatzungen bereits
gewonnen ( (¢,u) € Med (T}, a;) ). Kann man hieraus eine obere Schranke fiir das Av-
oder das Eav-Maf} ableiten?

Beispiel:
Betrachten wir einen Algorithmus, der auf Eingabe x entweder quadrati-
sche Laufzeit |z|? oder exponentielle Laufzeit 21l benétigt. Der Anteil der
exponentiellen Werte ist beziiglich der uniformen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung nicht allzu hoch. Es gelte

H{z e X

Huni

to)=esplelll _ 1

[ - Vi

Somit lassen sich mit dem Median-Maf} die nachstehenden Aussagen treffen:

(tv/“bllni) € Med(expv 0) 9

(tvﬂuni) € Med(N7 W) )
(tylluni) € Med(O,N) .

Verwendet man nur diese drei Aussagen, so kénnen bereits diese oberen
Durchschnittsschranken bestimmt werden:

(1, ftuni) € Eav (\/@) 7

(tylluni) € Av (Nz) .
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(¢, ptuni) € Eav(Ty) | (Ty, pruni) € Eav(Ty)
Ty T, = ({, ftuni) € Med(T3, a)
a a
AR k>0 N N
log" N log" N
N exp” 0<k<1 N1+ . LOG N5 LOG
k<1 LOG*™* LOG*™*
NF - exp k=1 LLOG LLOG
k>1 O(1) O(1)
Nmtk k>0 N N
log" N 10g%/\[
k<l , k<m NIk LoG™
k=1,k<m LOG™H N LOG
exp” E>1,k<m
E>1,k=m O(1) LOG?
kE>m O(1)
N k<l,k<m]| LOG™ . N1-F
E=1,1<m, LOG™m—i+1
(m > 1) k=1,1=m LLOG LOG!w - N
Niexpd k=1, m <
l<k<m
[ <k=m O(1) LOG*
k=m=1 LLOG
k=m<l O(1)
k>m
k=m,l<1 LOG%*
Nexpt k=m, =1 LLOG O(N)
k=m,l>1
k>m
exp™ 0<k<l O(1) LOG - N1
exp(exp”) k=1 LOG?
E>1 O(1)

former Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Tabelle 2.3: Fiir ausgewéhlte average-Beschrankungen erge-
ben sich diese Beschrankungen im Median-Maf} beziiglich uni-
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.
>

T4 Med(T,a)

eka o-1L

Av(N2)

Av(N)

III3I2 IIII4-I3 2 1

o

llogK logk Nk N - log'K

Abbildung 2.11: In diesem Diagramm werden Av-Mafl und
Med-Maf} beziiglich uniformer Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen in Beziehung gebracht. Ein Punkt (a,7') im Diagramm
steht fiir eine Klasse Med (T, a) . Ist ein Punkt unterhalb der
Kurve Av(N?), so gilt (f, ftuni) € AVv(N?) = (f, ftuni) €
Med (T, a) .

Um diese Uberlegungen fiir allgemeine Rangfunktionen p fortfithren zu konnen, de-
finieren wir die Funktion w, : IN — IN, wobei v,(n) den grofiten endlichen Rang
korrespondierend zu einer Eingabe aus X<" bezeichnet.

Definition 13 Fir eine Rangfunktion p werde v, : IN — IN definiert als

Yolm) = e e P
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Mit Hilfe dieser Funktion kénnen, sofern man passende Median-Abschatzungen (t,p) €
Med (T;,a;) kennt, obere Av- und Eav-Schranken bewiesen werden.

Theorem 3 Fiir Hiufigkeitsfunktionen ag =N, a, =0, ai/./\f monoton abnehmend
und monoton zunehmende Funktionen Ty =0, Ty < Ty < ... < T, gelte

(t,p) € Med(T;,a;), firalle 1 € {0,...,p}.
Dann folgt

(t,p) € Eav (p - max;<p M)

Vp

y [-1]
(t,p) c Av<maXi<p Tiy10 {p.aifyp)} ) )

Beweis: Gegeben sei ein beliebiges [ € IN. Seien die Eingabe-Mengen A; definiert als
A = e XS T(lel) < te) < Ten(le)}
Die Grofle dieser Mengen ist beschrankt durch |A;| < a,;(1), da (¢,p) € Med(T}, a;) .

L. (tp) € Eav (p-max., suutel).
Sei T 1= p-maXicp %%‘:(W Dann gilt

Vi<p Vee A T(z]) > ]9'T¢+1(|;c|).ai(l)7

da N/a; monoton zunehmend ist und I/p(|$|) > [ fiir p(x) =1. Somit gilt

z“‘”’” -y Y

T'([=]) 0<i<p T€ A, T(|:1;|)
x)

z-|—1 z-|—1 ) l
SR R T ET e P S ey i e

0<i<p v€A; 0<i<p v€A; p-

2. (t,p) € Av (maXKp Tiyq o[ ‘e }[_1]) Sei T := maxi, T¢+1O{ }[_l]-

pai(vp)

Pt
Dann gilt Vi <p Vae A

vp(lz]) L-]z]
p-ai(v, (D) padl)

da N/a; monoton zunehmend ist und v,(|z|) > fiir ,0(:1;) = [. Somit gilt

ZZ (i)

0<i<p v€A;

-, (x
SZZMSZZ ()|:1;|§l

0<i<p r€A; 0<i<pwea; P i

TN T (J2]) < T (T (l2]) <
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Fiir den interessanten Spezialfall uniformer Rangfunktionen erhdlt man unter Bertick-
sichtigung von tyank,.(n) = max(ord(¥")) folgendes.

Korollar 8 Sei ¢t < T, und fiir Schranken ag =N, a, =0, a;/N monoton abneh-
mend und monoton zunehmenden Funktionen Ty < Ty < ... < T, gelte

(¢, ptuni) € Med(T;, a;), fir alle © € {1,...,p}.

Dann folgt fiir bindres Fingabealphabet

(tvﬂuni) € EaV(p s MaX;<p Titq - alé.ze'if:g’)) 7

-1
(tnuuni) € AV(mELXZ’<p Ti+1 0 {L}J)}[ ]) ‘

p-a;(2-exp

Betrachten wir hierzu Abbildung 2.12. Um zu zeigen, daf} (¢,p) € Av(O(N?)) , geniigt
es eine Treppenfunktion zu konstruieren, die die skizzierte Linie niemals tiberschreitet.
Jeder Kreis hat dabei als Koordinaten (7,a), die Zeit- und Haufigkeitsfunktion der
oberen Schranke

(¢, puni) € Med(T,a) .

Man sieht sofort, dafl in dem skizzierten Beispiel fiir eine quadratische average-Ab-
schétzung die beiden mittleren Median-Schranken tiberfliissig sind.
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expK

T 4 Med(T,a)

—
D
A 4

N
F
e

Av(N2)

@

llogK logk NK N - log

Abbildung 2.12: Die vier Kreise stehen fiir obere Schranken
Med (T}, a;) . Verlduft die resultierende Treppenfunktion un-
terhalb der mit Av (AN?) beschrifteten Kurve, dann ist jedes
Paar (f, ftuni) mit dieser Median-Beschrankung auch quadra-
tisch im average beschrankt.

51
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Kapitel 3

Average-Komplexitiatsklassen

3.1 AvTime und EavTime

Komplexitatsklassen sind Mengen von Problemen vergleichbarer Komplexitat. Dabei
betrachten wir in dieser Arbeit ausschliefllich Entscheidungsprobleme . d.h. fiir eine fest
vorgegebene Sprache [ soll ein Algorithmus feststellen, ob = € L gilt. Die klassischen
worst-case-Komplexitatsklassen, auf die wir uns in dieser Arbeit beziehen wollen, sind
Mengen von Sprachen.

Wie wir bereits gesehen haben, ist im average (unabhdngig von dem verwendeten
Durchschnittsmaf) der Einflu der Wahrscheinlichkeitsverteilung gravierend. So liegt
es nahe, fiir Average-Komplexitétsklassen eine Sprache zusammen mit der zugrunde-
gelegten Wahrscheinlichkeitsverteilung als das zu 16sende Problem aufzufassen.

Dieses Paar aus Entscheidungsproblem und Wahrscheinlichkeitsverteilung nennen wir
gewichtetes Problem. Sie dienen zur Definition der Average-Komplexititsklas-
sen.

Definition 14

AvDisTime(T) = {(L,p)|3IM € DTM: L(M)= L und (timeys, 1) € Av(T)}
AvDisP := [J AvDisTime(T),
TePOL
AvDisTime(T) := {(L,p)|3IM € DTM: L(M) = L und (timeys, ) € Eav(T)}
EavDisP := | ] EavDisTime(T) .
TePOL

33
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Sowieman P als Klasse effizient 16sharer worst-case-Probleme ansieht, stehen nun die
Klassen AvDisP und EavDisP fiir die Klasse der im average effizient berechenbaren
gewichteten Probleme.

Versucht man EavDisTime mit bislang untersuchten average-Komplexitatsklassen zu
vergleichen, bietet sich eine Klasse an, die sich durch Verwendung des lokal gewichteten
Erwartungswert ergibt. Diese Klasse beinhaltet genau dann ein Problem [, wenn
ein Algorithmus M fiir alle Eingabelangen n in erwarteter Zeit T' bzgl. der lokalen
Wahrscheinlichkeitsverteilung das Problem 16st. Das heifit, fiir alle n gilt

B, (timexr) < T(n)
fiir einen Akzeptor M von L.

Diese Klasse beinhaltet sicher weniger Probleme als EavDisTime, da die Betrachtung
lokaler Wahrscheinlichkeitsverteilungen den schon im vorherigen Kapitel beobachteten
ausgleichenden Effekt iiber verschiedene Fingabeldngen hinweg nicht bieten kann.

Solch ein lokal T -erwartet beschréanktes Problem ist immer in EavDisTime(T') ent-
halten. Damit stellt offensichtlich der lokale Erwartungswert hértere Anforderungen an
das Zeitverhalten eines Algorithmus.

Dennoch gibt es Klassen von Verteilungen, fiir die beide Mafle sich nicht unterschei-
den. Dies gilt zum Beispiel fiir die uniformen Verteilungen p,,; mit der Rangfunktion
rankyy (2) = |2<ll] aber auch fiir alle S-uniformen Verteilungen, solange S
fiillig ist, also fiir fast alle n nicht zu wenig Zeichenketten der Lange n besitzt.

Definition 15 Fine Menge S aus Zeichenketten heifle fiillig, falls
Jee RT - |ST| >ae 157 .
Theorem 4 Fir eine S -uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung, wobei S fiillig ist,
gibt es ein ¢ >0, so daf fiir alle Zeitschranken T >4 - N /¢ gilt
(L,ps) € EavDisTime(T) < dIDTM M mit L(M)=L und
Vo By, (timey) < T

Beweis: , =—*“:
Sei L € EavTime(T,{pus}). Wir betrachten nun eine Turingmaschine M mit L(M) =
L und (timeys, ps) € Eav (T') . Somit gilt

timeps () timeps () <
Vi — 2 < | = Vn —— A NS
e Tl Z T S|

G
— de,ng Yn > ng Z %ﬂiﬁ@ < ¢-T(n).
zES=n
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Durch lineare Beschleunigung um den Faktor 2/c¢ und Speicherung aller Ergebnisse
auf Eingaben aus ¥<™ im endlichen Gedéchtnis kann man eine Turingmaschine M’
mit L(M') = L(M) erhalten, deren Laufzeit sich verringert auf

timeyy(z) < max{% timep (), (1 + ¢) - |:1;|} .

Da T mindestens so stark wichst wie 4 - A /c, kann man nun direkt zeigen, daf

timens(z
vy e < 1),

|z|=n
was gleichbedeutend ist mit M’ ist erwartet T -zeitbeschrankt.

2 ¢ “:
Sei M eine DTM, so daB L(M) = L und Vn Ej, ), (timey) <7T'. Somit gilt

Voo > 7t1meﬁ4(:1;) < T(n) <= VYn > timeys(z) < 577
r€eS="n |S_n| reS=n ( )
timey () N
Sz T
v 3 timeps () <
rankg(z)<{ T(n) B
< (timepn, ps) € Eav(T).

Korollar 9 Fiir alle T > aN gilt

(L, puni) € EavDisTime(T) <= dIDTM M mit L(M) =L und
Vn B, (timey ) < T

Der formale Unterschied zwischen worst-case-Komplexitatsklassen und den Klassen
aus gewichteten Problemen ist der Unterschied zwischen Problem und einem Paar
Problem—Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ein Ziel sollte es aber sein, worst-case und
average-case als Komplexitétsklassen direkt zu vergleichen. Aus diesem Grund erscheint
der folgende Ansatz vielversprechend. Wir betrachten die average-Komplexitét eines
Entscheidungsproblems der Sprache L beziiglich aller Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen einer Menge C'. Nur wenn jedes der gewichteten Probleme (L,u) fir p € C
Av-beschrankt (bzw. Eav-beschrankt) ist, so liegt L in der entsprechenden Komple-
xitatsklasse AvTime (bzw. EavTime).
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Definition 16 Sei T' eine Komplexititsschranke und C' eine Menge von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen, bzw. Rangfunktionen. Dann sei

AvTime(T,C) = {L|VpeC (L,pn)€ AvDisTime(T)}
EavTime(T,C) := {L|VueC (L,u)€ EavDisTime(T)} .

Das nachste Kapitel wird sich mit diesen Klassen naher auseinandersetzen.

Aufgrund der Definition der Durchschnittsmafle Av und Eav ergibt sich fiir lineares
T, daBl AvTime und EavTime die gleichen Komplexitatsklassen definieren. Fiir gréfiere
Schranken T ist bekannt, dafi Av (7(2-AN)) schwicher beschriankt als Eav (T') . Der
direkte Schluf} aus Lemma 7 ergibt fiir 7/A" monoton zunehmend

EavTime(T,C) C AvTime(T(2-N),C) .

Dieses Ergebnis 1t sich aber durchaus noch verbessern, wenn man die besonderen
Eigenschaften von Turing-Maschinen beriicksichtigt.

Theorem 5 Fiir beliebiges §,¢ >0 und T > (1/5+¢€) N, wobei zusdtzlich die Funk-
tion T/N monoton zunehmend ist und fiir alle Klassen von Verteilungen C gilt

EavTime(T,C) C AvTime(T(N - (1 +6)),C) .

Beweis: Fir L € AvTime(T,C') und g € C sei M eine DTM mit L(M) = L und
(timeps, 1) € Eav (T') . Durch lineare Beschleunigung erhdlt man eine Maschine M’

fir L mit timeps(x) < 6 -timey(a) fiir alle Eingaben, auf denen M mindestens
Zeit T(]x|) benotigt. Wir teilen die Eingabe in die beiden Teilmengen

I = {x] timey(x)

>
L = {a|timey(x) < T(|z])} .

Fir a € I, gilt (siehe hierzu Beweis von Lemma 6)

timeyy(z) _ T~ (timeps(2))

>
T(lel) — ||
Somit gilt
timepss () timeps ()
s>y fmerln g tment)
e T S T
> Z T_l(timeM/(:L'))‘

zehnX ! |x|
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Fir z € I, gilt

<1
2]
Deswegen ist
Z T~ (timep () < ind
zehnX ! |x| a
T (timepy () <1 (149).

Setzt man fiir ¢ ein-elementige Mengen ein, ergibt sich daraus

Korollar 10 Fiir beliebiges 6,¢ > 0 und T > (1/6 + ¢) N, wobei zusditzlich die
Funktion T/N monoton zunehmend ist, gilt

EavDisTime(T) C AvDisTime(T(N - (14 46))) .

Bei der Definition der Klassen AvTime(T,C) und EavTime(T, (') ist offengeblieben,
wie die Menge der Verteilungen ' zu wiahlen ist. W&hlt man sie zu klein, also z.B.
als endliche Menge, so erhédlt man nur eine unrepréasentative average-Klasse, die das
mannigfaltige Auftauchen eines bestimmten Problems in der Praxis kaum zu charak-
terisieren vermag.

Wahlt man € zu méchtig, gar als die Menge aller moglichen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen, ist zu befiirchten, dafl eine Wahrscheinlichkeitsverteilung darunter sein kann,
beziiglich der die average-Zeit der worst-case-Zeit entspricht (Wir werden spéter sehen,

daf genau dies der Fall ist).
Um einen Mittelweg zu finden, wird in dieser Arbeit folgender Ansatz zugrundegelegt:

Turing-Maschinen sollen in die Lage versetzt werden, Wahrscheinlichkeitsverteilungen
zu berechnen. Man kann sich leicht vorstellen, daf} je mehr Zeit die Turing-Maschine
zur Verfligung hat, desto méchtiger wird die Menge aller berechenbaren Verteilungen.
Dabei ist auch zu erwarten, daf} diese Wahrscheinlichkeitsverteilung irgendwann gutes
average-Laufzeitverhalten unméglich macht.

3.2 Rankable

Doch wie kann eine Turing-Maschine eine Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen?
Bisherige Ansdtze liefen zum Beispiel eine Turing-Maschine die Verteilungsfunktion

i (x) = 3 .<,p(x) berechnen.
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Definition 17 [Levin 86, Gure 90, BCGL 89] Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung p
ist in der Klasse T-computable , falls eine Turing-Maschine auf Eingabe x die
Bindrdarstellung von p*(x) in Zeit T(|x|) ausgibt.

Von besonderem Interesse ist die Komplexititsklasse POL-computable. Fiir sie wird
in der Fachliteratur auch die abweichende Definition benutzt, in der nur gefordert
wird, daf die ersten m Nachkomma-Stellen von p*(x) fiir eine Eingabe |z| in Zeit
Pol(|x| - m) berechenbar sind.

Ein anderer Ansatz [BCGL 89] benutzt probabilistische Turing-Maschinen [Rabin 76].

Diese sind in der Lage, in jedem Berechnungsschritt eine Miinze zu werfen.

Definition 18 [BCGL 89] Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung p ist T-sampleable,
falls eine probabilistische Turing-Maschine M ohne Fingabe die Ausgabe x € X" mit
Wahrscheinlichkeit p(x) generiert, d.h.

Prob[M(X) = 2] = p(x)
und dabei nur T(n) viele Schritte bendtigt.

Beide Definitionen beziehen sich auf explizite Wahrscheinlichkeitswerte. Eine Anderung
dieser expliziten Werte fithrt zu gewichtigen Anderungen der Algorithmen und sicher
auch zu drastischen Auswirkungen auf die Laufzeit. In unseren average-Maflen aber
hinterlaBt auch eine beliebig starke Anderung dieser Werte keine Spuren, solange nur

die Rangfunktion gleich bleibt.

Da wir mit Hilfe der Rangfunktionen eine vollstdndige Charakterisierung hinsichtlich
aller hier eingefiihrten Mafle besitzen, liegt es nahe, die Zeit zu beschranken, um den
Rang einer Eingabe zu berechnen. Die zugehorige Klasse nennen wir dann T-rankable,
wenn T' die Zeitschranke ist.

Definition 19 rankable(T) sei die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
bzw. Rangfunktionen p, fir die es eine Turing-Maschine M gibt, die auf Fingabe x
die Ausgabe bin(p(x)) in Zeit T(|x|) berechnet.

Beispiel: .
Erinnern wir uns an die Rangfunktionen rankp, und rankp:, fiir Palindrom-
Sprachen, die wir auf Seite 23 schon besprochen haben.

, [£]
rankpa(z) = { ZZSIII 2020 falls @ € Lpa ,

o0 , sonst .
. 2 i<zl 2151 + ord(praefix(z, )
ranki (z) = —exp([27), falls @ € Lpal

o0 sonst .

Y
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Diese beiden Rangfunktionen kénnen von einer 1-Band-Turing-Maschine in
quadratischer Zeit berechnet werden, wobei ein Grofiteil der Zeit allein zur
Entscheidung der Palindrom-Eigenschaft der Fingabe x bendtigt wird.

Eine 2-Band-Turing-Maschine dagegen kann beide in linearer Zeit berech-
nen, so daf} gilt

rankp,), rankif?il €  LIN-rankable .
Dagegen kann die Rangfunktion p; von Seite 22

B ord(z) + 2 -logy(ord(z)) , falls = 20,
prlr) = { ord(z) + exp(ord(z)/2) , sonst .

von keiner Turing-Maschine in Zeit o(exp(N')) berechnet werden. Dies
resultiert alleine aus den groflen Réangen fir « = z1, die mit geringen
Wahrscheinlichkeiten korrespondieren. Hier gilt insbesondere fiir jede Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p; mit rank, = p; fiir eine Eingabe der Form
r ==zl

1
pi(r) < 2T

(Die Abschatzung rank,(x) - u(x) <1 gilt fir alle @ mit u(z) #0).

Eine Turing-Maschine, die die Verteilungsfunktion von gy geméf der De-
finition computable berechnet, miifte demnach mindestens 2/°1/2 Bin#r-
Stellen ausgeben. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung g ist folglich nicht
POL-computable enthalten.

p1 1st auch nicht POL-sampleable. Um eine so kleine Wahrscheinlichkeit
wie —+ zu erzeugen, miiite man mindestens 2”71 Miinzen werfen. Damit
kann die probabilistische Turing-Maschine nicht mehr polynomiell in der
Lange n = |z| beschrankt sein.

Alle drei Mafle fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen scheinen bei p; an ihre
Grenzen zu stofen.

3.3 Describable

Dieser Effekt erwéchst aus dem Aufwand, kleine Wahrscheinlichkeiten zu beschreiben.
Die Komplexitatsklasse V-describable umfafit alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
deren positive Wahrscheinlichkeiten nach unten beschrankt sind.

Definition 20 V-describable sei die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
i, deren Rangfunktion p = rank, fir alle Zeichenkelten x die folgende Eigenschaft
besitzt

logp(x) < V(|]z|) oder plz)=0o0.
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Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen korrespondierend zu den Rangfunktio-
nen rankp, und rankpy sind daher in der Klasse LIN—describable.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Rangfunktion p; (siehe Seite 22)
ist dagegen nicht in der Klasse POL —describable, da es Fingaben = gibt
mit p1(x) > exp(ord(z)/2).

Die Grofle des Ranges rank, () steht in einem engen Zusammenhang mit der Kom-
plexitat der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Proposition 5 [ir eine Zeitschranke T gill

T-rankable C T'-describable
T—computable C T-describable ,
C T-describable .

Y

T-sampleable

Beweis:

1.

T -rankable C T —describable:

Sei p € T -rankable eine Rangfunktion, dann gibt es eine Turing-Maschine, die
bin(p(x)) in Zeit T(|x|) ausgibt. Somit ist die Lange der Ausgabe |bin(p(x))| =
log p(x) fiir p(x) # oo beschrankt durch T'(|z]).

T —computable C T —describable:

Sei pr € T'—computable. Die korrespondierende Turing-Maschine gibt nun auf
Eingabe = den Wert p*(x) in Zeit T'(]x|) aus. Der Wert p*(x—1) wird ebenfalls
innerhalb dieser Zeitspanne ausgegeben. Damit ist p(z) = p*(x) — p*(x — 1)
entweder 0 oder p(x) > 1/expT(|z|).

Fir p(x) # 0 ergibt sich aus der Ungleichung
p-rank,(x) < 1
sofort log rank, () < T'(|x]).

T —sampleable C T —describable :

Sei M eine probabilistische Turing-Maschine, die mit Wahrscheinlichkeit p(x)
die Ausgabe x in Zeit T(|x|) berechnet. Wenn p(x) # 0, dann ist

ple) = 1/ exp T(|z])

da in jedem Schritt der Berechnung die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Ausgabe hochstens halbiert werden kann. Somit folgt wieder ¢ € T —describable.
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3.4 LavDisP versus AvDisP

In der Fachwelt wird ein anderer Begriff fiir effizient 16sbare Probleme der hier verwen-
deten Klassen AvDisP und EavDisP vorgezogen. Wir bezeichnen diese Klasse hier
LavDis P . Sie umfafit alle gewichteten Probleme, die average-polynomiell im Levin’-
schen Sinne beschrankt sind.

Definition 21
LavDisP := {(L,u)|3IM € DITM:L(M)=L und (timey,u) € Lav(POL)}

Wir wollen versuchen diese Klasse mit AvDisP in Beziehung zu setzen. Hierzu unter-
suchen wir, unter welchen Einschrankungen Av(POL) der Menge Lav(POL) ent-
spricht.

Fiir stark abnehmende Wahrscheinlichkeitsverteilungen definieren Av (POL) und po-
lynomial on the average ( Lav (POL) ) verschiedene Klassen, was auf die mangelnde
Prézision des Levin’schen MafBles zurtickzufiihren ist.

Beispiel:
Betrachten wir hierzu die Funktion #(x) := explz| und p(x) :=
m, fiir eine Konstante ¢, so daf 3, pu(x) =1.
exp |z| exp’n
Hx) - P el L I . LI
Zx: CONICY ¢ Zx: expexp|z| ¢ n% expexpn ¢

Somit ist (¢,u) € Lav (LIN) C Lav (POL) . Dagegen ist (¢,u) nicht poly-
nomiell Av-beschrankt, denn es gilt fiir alle ¢;, ¢y € IN:

1 1
ey -t(z) ¢y - expe |z
> 2 >

acEXMSl acEXMSl |$|

Zae l .

Offensichtlich nimmt g zu stark ab, um (¢,x) im Levinschen Mafle gut
genug zu charakterisieren.

Daher betrachten wir moderat abnehmende Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit der
Eigenschaft modest.

Definition 22 Die Menge modest umfafit alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen o,
so daf$ fir alle x mit p(x) #0 gilt

p(x) - rank,(x) - PLog(rank,(z)) > 1.
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Beschrankt man sich nun auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit den Eigenschaften
modest und POL —describable, so unterscheiden sich AvDisP und LavDisP nicht
mehr. Diese Einschriankung verhindert nur extreme, fiir die Praxis untaugliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen.

Theorem 6 Fir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p € modest N POL —describable
und Funktionen f:YX* — IN gilt:

(f,pn) € Lav (POL) < (f,pn) € Av(POL) .

Beweis: ,<=“: Es gilt (f,p) € Av(POL) . Damit gibt es Konstanten ¢, ¢ € IRT | s0
daB fiir alle monotonen Transformationen m von pu gilt

Zw.m(ﬂ(:p)) < 1.

e
Wihlt man die identische Funktion A : 2 ~ 2 als monotone Transformation m , so
ergibt sich

ZM‘M(“’) <1

] ’

xr

was gleichbedeutend ist mit (f, ) € Lav (POL) .

»=“: Gilt (f,p) € Lav (POL) , dann gibt es Konstanten ¢;,c; € IRT | so daf}

ZM‘M(“’) < 1.

=

Nun ist @ € modest. Daher existieren Konstanten ¢4, cs € IR, so dafy gilt
cq - p(x) - rank, () - log™ rank,(x) > 1.

Da p € POL—describable, gilt fiir eine geeignete Konstante ¢3 € RT und fiir |z| > 1

mit u(x) #0
logrank,(z) < |z|® .

Wir werden zeigen, dal (f,u) € Av ((k1 N)k2) fiir &y := max (2; 2;4) und ky :=

C3 ~C5-|—1
Co .

Betrachten wir dazu folgende Mengen X, := {z | f(z) < |z|*} und X5 :={z | f(z) >
ot}

L. f(z) < |$|k2

1
Damit gilt sofort ﬂ%ﬂ& < 1.
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2. fz) > |afF

Somit ist .
flx) > |z > log® rank,(z) .
Damit gilt fiir ein [ € IN und fiir alle & mit rank,(z) </

cg-cg+1

foE )R f(x)*
|| T fa) R o] log®rank,(z) - x|
J(@)" ! < f(x)CQ-/«L(x)-l

~ log® rank,(x) - |x| rank,(xz) o

]

Daraus resultiert fiir alle [ € IN

Zf(l‘)g > f(z)® 3 f(z)®

Filal B 2
vexgst Y N vexSinx, T
{ c )2
5t > k_4f(|:1;)| ()L < L
rexSnx, 2 [

Somit entspricht die Average-Komplexitatsklasse LavDis P der hier vorgeschlagenen
Klasse AvDis P, solange man sich auf polynomiell beschreibbare (POL-describable)
und moderate abnehmende (modest) Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrankt.

Korollar 11 Fir Wahrscheinlichkeitsverteidungen p € modest N POL —describable
und Sprachen L CX* gilt:

(L,p) € LavDis P < (L,pu) € AvDisP .



64

KAPITEL 3. AVERAGE-KOMPLEXITATSKLASSEN



Kapitel 4

Average-Hierarchien

4.1 Beziehungen zwischen Worst Case und Average
Case

4.1.1 Uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Néahert man sich dem Vergleich der Konzepte worst-case und average zum ersten Mal,
erscheint es sinnvoll, zuerst Uberlegungen fiir einfache Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen anzustellen. Eine einfache und zugleich harmonische Verteilung ist die uniforme.
Beschrankt man aber die komplexitatstheoretischen Betrachtungen auf solche, ist die
genaueste Beziehung zwischen worst-case und average-case, die man erhalten kann, nur
ein exponentieller Sprung.

Theorem 7

EavTime(T, {ttuni})
AvTime(T, {ttuni})

C DTime(T - EXL)
C DTime(T o EXL) .

Beweis: Fir L € EavTime(T, {funi}) sei M eine erwartet T -zeitbeschrankte Turing-
Maschine mit L(M) = L. Fiir alle Zeichenketten z mufl nun gelten

timens(2) Z timeps ()

T(|Z|) - T(|$|) < rankuni(g) .

r<z
Dadurch kann fiir jede Eingabe z der worst-case abgeschatzt werden durch

timey (=) < ranko (=) - T(2]) < exp(O(I])) - T(|=]) -

65
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Angenommen, dafl L € AvTime(T,{ftuni}) und M eine Turing-Maschine fiir M sei,
so daf fiir alle Zeichenketten z gilt

T~ (timeps(2)) < Z

T~ (timeps(2))

]

< ranky (2) .

Dann folgt timep(z) < T(rankyn(2)-|z]) < T(expO(|z])). |

Man beachte, dafl es fiir die EavTime-Klassen einen exponentiellen Zuwachs in der
worst-case-Schranke gibt, wenn die Zeitschranke T' ein Polynom ist. Andererseits, wenn
T selbst exponentiell ist, féllt der zusédtzliche Faktor EXL nur wenig ins Gewicht. Es ist
leicht zu zeigen, daf fiir kleine Zeitschranken exponentielle Zunahmen nicht vermieden
werden kénnen.

Theorem & [ir eine Zeitschranke T > 2- N gqilt
FavTime(T, {gun}) \ DTime(o(T -exp)) # 0.

Beweis: Sei Ly C 1* eine unére Sprache in
1
DTime (exp(ﬁT . exp)) \ DTime(exp(o(T . exp)))

und L definiert durch L := {zy |z € L; und y = 0*P=D=F Dann gilt
L € DTime(1 T -exp) \ DTime (o(T - exp)) .

Genauer gesagt gibt es eine Maschine M fiir L, die alle Eingaben nicht in der Form
1%02"* in Linear-Zeit verwirft und ansonsten Zeit 1 -7 -exp benoétigt. Dies ergibt

2
L € EavTime(T, {ftuni}) , da fiir alle [ gilt

o] 1 explla) - 7(e])
2 2 T T

reXE n{1502" =k | keIN}

A
N
=
£l
_'_

reXE \{1%02"—F | keIN}

1 logi-1

—|—§nzzzlexpn§l. i

DO | =~

Theorem 7 impliziert somit auch L ¢ FavTime(o(T'), {ttuni}) -

Die AvTimeKlassen verhalten sich in diesem Zusammenhang vollkommen anders.
Fiir jede Schranke T ist das Aufbldhen nicht vernachlédssighar, es ist wirklich ex-
ponentiell, wie es auch fiir die bisher besten bekannten Simulationen zwischen nicht-
deterministischen oder probabilistischen Zeitklassen und deterministischen Zeitklassen
der Fall ist. Dies mag ein Zeichen dafiir sein, daf} dieses Konzept fiir Komplexitatsun-
tersuchungen geeigneter ist.
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Theorem 9 [lir eine Zeitschranke T > 2- N qilt

AVTime(T, {Muni}) \  DTime (O(T 0 exp %)) £ 0.

Beweis: Sei L, wiederum eine unare Sprache aus
Ly € DTime(exp(T o exp %)) \ DTime(o(exp(T o exp %))) ,

und wir defineren L := {zy | x € L; und y = 0°P=D-N Fiir diese Sprache L gilt
daher L € DTime(T oexp %) \ DTime(o(T oexp %)) . Alle Eingaben nicht in der Form

1¥0%"~* konnen wiederum in Linear-Zeit von einer geeigneten Maschine M verworfen

werden. Die Aussage L € AvTime(T, {ftuni}) folgt durch

2.

acEXSl

Huni

T~ (timeps(2))

]

IA

3 T (J=]) N 3 T7HT (exp(]z[/2)))
reXE \{1k02*—k | keN} 2] reXE n{1k02F =k | keIN}
1 logi-1

+ = expn < [.
> 2 .

Wegen Theorem 7 gilt nun auch L ¢ AvTime(T(o(N)), {ttuni}) -

|
DO | =~

Theorem 5 zeigte bereits, dal das Av-Maf} schwécher ist als das Eav-Maf. Wir zeigen
jetzt, dafl es sich hier um eine echte Hierarchie handelt.

Korollar 12 Sei T € w(N) eine Zeitschranke, so dafy T/N monoton zunehmend ist.
Dann gilt
EavTime(T, {puni}) C AvTime(T(2 - N), {tuni}) -

Beweis: Wenn man die Gleichung
Toexp% = T exp

nach 7" auflost, ergibt sich die Zeitschranke T' € w(T'). Eine Sprache L werde kon-
struiert wie in den letzten beiden Beweisen: Fiir AvTime wird dies beziiglich der Zeit-
schranke T getan, fiir die Klassen EavTime beziiglich 7. In beiden Féllen erhdlt man
die gleiche Sprache, fiir die gilt

L e AvTime(T, {pum}) ,
L ¢ EaVTime(O(T/),{Muni}) D BEavTime(T, {ftuni}) -
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4.1.2 Komplexere Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Als néchstes werden wir zeigen, daB, sobald man beliebige Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zuléft, es keinen Unterschied zwischen dem average-case und dem worst-
case gibt. Zu diesem Zwecke wollen wir eine Rangfunktion konstruieren, die fiir jede
Turing-Maschine M mit L(M) ¢ DTime(T) kleine Rénge (korrespondierend zu hohen
Wahrscheinlichkeiten) den Eingaben a mit Berechnungszeiten timeps(x) > T zuord-
net. Beziiglich dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt es keinen Unterschied zwischen

DTime und EavTime (oder AvTime).

Die Hauptschwierigkeit ist die Kontrolle der Anzahl kleiner Rénge. Falls beispielsweise
eine Maschine die Zahl 1 zweimal ausgibt, berechnet sie keine Rangfunktion. Wiirde
man mit expliziten Wahrscheinlichkeiten argumentieren, entspriache dieses Problem
einer Maschine, die zwei Ereignissen jeweils die Wahrscheinlichkeit 2/3 zuweist.

Andererseits diirfen keine Liicken in den Rangen auftreten. So fehlt in der Abbildung
1—=2,2=2 n—n+1,fir n >3 der Rang 3. Eine Losung dieses Problems wire,
zuerst alle Range zu berechnen, die die Maschine fiir kleinere Range ausgegeben hat.
Dieser Vorgang erfordert jedoch exponentielle Zeit.

Ein anderer Losungsansatz fiihrt zu der Betrachtung einer speziellen Orakelsprache
Hr . Diese Sprache versetzt uns in die Lage, ganze Eingabeintervalle zu kontrollieren.
Definition 23 Fir eine Zeitschranke T werde die Sprache Hr definiert als

Hyp = {(z,19) ]| 32 <z : timey,(2) > T(|2])} .
Abbildung 4.1 veranschaulicht diese Menge Hp. Man beachte, dal Hr in NP ent-

halten ist, falls T' polynomiell beschrankt und konstruierbar ist. Dann ist Hy auch
NP —vollstindig, da das beschrinkte Halteproblem

NBH := {(201°0") | timeys, () <1}
fiir nicht-deterministische Turing-Maschinen M; darauf reduziert werden kann.

Sei nun Q(7T%) < hr < O(exp-T) eine Zeitschranke, so dal Hy € DTime( hr ).

Theorem 10 Fiir § > 1 und eine Zeitschranke T >2-6- N gilt

EavTime(T, hs.y—rankable) = DTime(T),
AvTime(T, hr(s.ny-rankable) C DTime(T(6 - N)).
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A T

timeMi

N

y X

0O 1 0001 ..

*H

T

Abbildung 4.1: Die Definition der Sprache Hr .

Beweis:
1. EavTime(T, hs.p —rankable) D DTime(T)
folgt direkt aus der Definition von EavTime.

2. EavTime(T, hsp—rankable) C DTime(T):
Diese Inklusion wird indirekt bewiesen. Sei L eine Sprache, die nicht in DTime(T')
enthalten ist. Es genligt die Existenz einer Wahrscheinlichkeitsverteilung aus
hs.t —rankable zu beweisen, beziiglich deren L nicht im Durchschnitt T' zeit-
beschrankt ist. Um die Rangfunktion dieser Verteilung zu erhalten, werden wir
eine Folge endlicher Mengen X; konstruieren, deren Vereinigung D alle Einga-
ben mit endlichem Rang, also positivem Gewicht, bestimmt. So ergibt

D = U XZ
1€IN

die D -uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung pp . Deren Rangfunktion rankp
wiederum bestimmt sich geméf Definition 5 durch

rankp = [{zeD|z<z}| firxeD.

Die Menge X; und die Rénge ihrer Elemente erhélt man durch den unten de-
finierten Algorithmus long-time. Wir werden in Lemma 11 zeigen, daf} eine
Turing-Maschine die Rangfunktion in Zeit hs.r berechnet. Die Idee hinter der
Konstruktion der Mengen X; ist: X; wird bendtigt, um gegen die Maschine M,
zu diagonalisieren. Falls L(M;) = L, werden die folgenden Eigenschaften erfiillt.
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(a) Vo€ X, timeps,(2) > 0 - T'(|z|).
Das hiefle, dal jede Menge X; nur Eingaben enthélt, fiir die M; zu viel
Zeit benotigt (ausreichend mehr als die Zeitschranke).

i—1
(b) IXil > (6—1)7" > |1X]:
7=1
Diese Mengen werden ausreichend grofl gewéhlt, damit geniigend langwierige
Berechnungen ein gutes average-Verhalten verhindern.
(c) Fir j < gilt || < |y VeeX, VyelX.
So nimmt die Rangfunktion monoton zu, und denkbare Probleme mit zu
vielen kleinen Rangen oder Lochern in der Rangfolge treten nicht auf.

Nehmen wir an, dafl wir fiir jedes 17 solch eine Menge X; konstruiert hitten und
daf} es eine Maschine M; gibt, die L in expected average Zeit T' beziiglich up
berechnet. Dies wiirde voraussetzen, daf

WY timeny, () <1
rexs! T(|«|)

Sei [ := 2;21 | X;|. Unter Benutzung der Eigenschaft (b) erhalten wir den Wi-
derspruch:

ST (|z])
T(l=])

3 timeny, () S
rexs! I(lz]) T€X;
= 0-[Xif = |Xi[- (6 = 1) + [X{]
> (I=[X)+[X] = 1.
. AvTime(T, hys.py—rankable) C DTime(7(0 - N)): Wie oben betrachte man

eine Sprache L & DTime(T(5-7\f)) . Nun ersetzen wir die erste Eigenschaft von
X; durch

(a’) Ve € X; timep, > T(5 - |z]).
Nehmen wir an, daf} es eine Turing-Maschine gibt, die L akzeptiert und fiir deren
Zeitverhalten (timeps,,up) € Av(T) gilt. Das bedeutet

Vi Z T_l(timeM](:L'))

reXE =1

Wiederum erhalt man fiir { = 2;21 | X;| einen Widerspruch

> > >y 4k

reXg r€X, reX; ||

T~ (timepy, (2))

]

=TS - |2])

]
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Die Folge X; wird wie folgt konstruiert. Wir erinnern an die Definition der iterierten

Exponentialfunktion itexp(n) := exp((---exp(1)---)) und ihrer inversen Funktion
—_——
n-mal
itlog := itexpl™. Wir betrachten die Zeichenketten z; := 1P Man beachte,

dafB fiir jede Zeichenkette x unter Beriicksichtigung der lexikographischen Ordnung
gilt Zigog(lz)—1 < T <X Zitlog(||) -

Sei M* eine Turing-Maschine fiir L. Um die Berechnung der Rénge fiir jede Ma-
schine M; effizient vorzunehmen, werden wir eine andere Maschine mit identischem
Zeitverhalten fiir langere Eingaben, aber mit linearer Zeitschranke fiir kleine Einga-
ben benutzen. Hierbei ist es irrelevant, ob die Maschine die gleiche Sprache wie M;
akzeptiert. Formal definiert sei ¢ : IN X IN — IN eine Funktion, so daf fiir alle 2

1 . >
timeMc(,ﬂyk)(l') :: { timeps, (z) falls @ > 2,

|| falls ¢ < z .

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, daf solche Indizes ¢(i, k) der Grofle O(i - k)
in Zeit O(i - k) berechnet werden konnen. Unten wird ein rekursiver Algorithmus
long-time beschrieben, welcher auf Eingabe x das Tupel (index,s, j,r) ausgibt. Die-
se Komponenten haben folgende Bedeutung: index bezeichnet den Index der Menge
Xindex , in die z eingefiigt werden kénnte. j z&hlt die Anzahl der Zeichenketten lexi-
kographisch kleiner als x, die in Xj,qex enthalten sind, wihrend s diejenigen in D
z&hlt. r ist gleich rankp(z). Durch die letzte Komponente ergibt sich die Rangfunk-
tion. Die anderen Informationen werden in den rekursiven Aufrufen bendtigt, um die
obigen Eigenschaften zu erreichen.

Um zu iiberpriifen, ob eine Maschine M; sich anders verhilt als M™* fiir irgendeine
Eingabe 2, wird das folgende Unterprogramm error bendétigt.

error (i, )
fiir alle z mit |z| <loglog |x|
simuliere M* und M, auf Eingabe z fiir |z|/(log |z])* Schritte;
if entweder beide akzeptierten oder (beide verwarfen oder hielten nicht)
then return true;
return false.

Der Hauptalgorithmus long-time sieht folgendermaflen aus:

long-time (x)
if || <1 then return (0,0,0,c0);

(index, j,s,7) < long-time(Zitiog(|w)-1):
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case 1: error (index,z) = true then
if (¢(index,itlog(|z|—1)),2 —1) € Hsp
then return (index+ 1,0,s+ 1,00);
then return (index+ 1,0,s,00);
case 2:  (c(index,itlog(|x| — 1)),z — 1) € Hsp then
return (index,j + 1,5+ 1, 00);
case 3: timeMindeX(:L') < §-T(]x|) then
return (index, j, s, 00);

case 4:  jJ > 5:{ then

Fige « zur Menge X, und return (index+ 1,0,s+ 1,54 1);

case . else
Fiige « in die Menge X; ein und return (index,j+ l,s+ 1,5+ 1).

Im Fall 1 kann der Index erhoht werden, da L(M;) # L und man sich um Maschine M;
deswegen nicht mehr zu kiitmmern braucht. Im zweiten Fall gibt es schon eine Zeichen-
kette im Intervall (Zitlog(|w|)_1,Zitlog(m)], das in X pgex enthalten ist und deswegen
nicht ein weiteres Mal gewahlt wird.

In den letzten beiden Fallen benotigt M; zu viel Zeit auf Fingabe z, und deswegen
wird es in Xipdex aufgenommen. Wenn wir nun geniigend derartige Zeichenketten
haben (4. Fall), wird der Index erhdht, andernfalls miissen wir noch mehr solche Zei-
chenketten fiir diese Menge sammeln.

Diese Prozedur wird nicht bei einem Index ¢ steckenbleiben, da das implizieren wiirde,
daB fiir alle bis auf endlich viele & timeps(x) > §-T(|z|) gelten wiirde. Dann wiirde
aber eine andere Maschine [ in worst-case-Zeit 6 - T berechnen. Mittels linearer Be-
schleunigung kénnte [ auch in worst-case-Zeit T erkannt werden — ein Widerspruch

zur Wahl von L.
Nach Konstruktion erfiillen jetzt auch die Mengen X, die gewiinschten Figenschaften
(@), (b) und (o).

Lemma 11 up € O(hs.p)-rankable

Beweis: Sei d(n) die obere Schranke der Laufzeit von long-time bei einer Eingabe
der Lénge n.

1. Die Rechenzeit von long-time (2itog(s))—1) ist beschrdnkt durch d(log|z|).

2. test (index, ) kann innerhalb der Zeit |z]- index®/log |x| berechnet werden,
wobei index < itlog|z|.
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3. Die Simulation von ¢ - T'(|x|) Schritten der Maschine Mipgex benétigt Zeit § -
T(|]) - itlog(|2[)* < hsr(lz]).

4. Nach Definition von hs.gp ist fiir eine Simulation des Orakels hs.p(|z|) Zeit aus-
reichend.

Deswegen ist rankp € O(hs.p)-rankable. [

Der Beweis fiir das Av-Maf} ist beinahe identisch, lediglich ¢ - T" muf} in der obigen
Konstruktion durch T'(§ - N) ersetzt werden. |

Miltersen hat fiir ein anderes Durchschnittsmaf} gezeigt, dafl es eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung p gibt, die bosartig (malign) fiir DTime(N*) beziiglich des erwarte-
ten ZeitmaBes ist. Diese Verteilung kann berechnet werden mittels eines ¥} ~Orakels

([Milt 91]). Das obige Theorem zeigt, dafl hier ein NP -Orakel geniigt.

Korollar 13
EavTime(T,C) = DTime(T)

fiir eine Zeitschranke T > 26N (6 > 1) und fir eine Menge C von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen, die O(T -log® T') —rankable sind mit einem Orakel fiir Hrsny -

Benutzt man die Tatsache, dafl die Zeitschranke Ar hochstens so stark zunimmt wie
T(n)-expn und daf} fiir polynomielle Schranken die Konstante § weggelassen werden
kann, erhalt man

Korollar 14 Fir Zeitschranken T,T' > 25N (6 > 1) mit T' € POL yilt

EavTime(T, (T - EXL)-rankable) = DTime(T) ,
AvTime(T", (T' - EXL)-rankable) = DTime(7") .

Man beachte, daf} fiir das strengere average-Maf} die Gleichheit nur behauptet wird fiir
polynomielle Schranken T”. Die Motivation, average-Mafle verschieden vom Erwar-
tungswert zu betrachten, war, das Konzept der Simulationen zu erhalten. Dieses Ziel
schien eine Schwéchung der Prézision vorauszusetzen. Levins Ansatz ist relativ grob,
wahrend unserer sich hier als genauso préazise herausstellen wird wie der worst-case in
dem interessanten Bereich der polynomiellen Schranken. Fiir Zeitschranken grofler als
Polynome wird die Situation etwas anders.
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Theorem 11 Set T' > EEXP und U die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, dann gilt
DTime(T) C AvTime(T,U) .

Beweis:

Die Beziehung ,, C “ folgt aus der Definition.

DaB die deterministischen Klassen eine echte Teilmenge der average-Zeitklassen sind,
siecht man wie folgt. Sei 7" = expl® die zweifach iterierte Exponentialfunktion und

Lp = {1°%¢ | i ¢ IN}.

Sei L C Lg eine Sprache aus DTime(7?) \ DTime(7T) und u eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Seien =, y zwei Elemente aus Lg mit den beiden kleinsten
Réangen beziiglich . Man kann nun eine Maschine M fiir L konstruieren, die lineare
Zeit fiir alle Eingaben in Lp U {z,y} und sonst Zeit T2 benétigt. Das heift fiir eine
Eingabe z, dafl

T~ (timeps(2)) - log log ||

< < 1/2
] ]
und gleiches fiir y.
Dann sei fiir jedes [ e; := [{X5' N Lgp}|:

T~ timey (2 Tz T (timeps (16%P
IMima) g, o TN, s Temeto)
ZEXEZ ZEXEZ\LE leXPJEXMSl\{ac,y}

log log(exp(2 - expexp j
<14 Y 14 ¥ glog(exp(2 - expexp j))
ceXSM\Ly 1exp i eX S\ {1} exp j
= 14— 1
+l—e+ 2 T
19PI X \{w,y}
< l—-eg+1l4+(g—2)+1 = 1.
Somit ist L € AvTime(T, u) fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen g . |

Dieser Beweis scheitert fiir das Eav-Maf}, was sich an folgenden Beispiel zeigt.

Beispiel:
Seien L, Ly und M fir T'= EEXP wie im obigen Beweis gewdhlt. Dann
gilt fiir alle > 4

timens(2)
R I E I

zGXEl zGXEl\LE |Z|)

r(-=)*

Also gilt fiir die Laufzeit dieser Maschine (timeps,p) ¢ Eav (T) .
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Es ist nicht schwierig einzusehen, dafl der obige Effekt tiberhaupt nicht beim FErwar-
tungswert auftreten kann. Die zusédtzlichen Simulationseigenschaften des Av-Mafles
scheinen doch fiir sehr grole Komplexitatsschranken ein Aufweichen der Prazision nach
sich zu ziehen.

4.2 Zeithierarchien des Average Case

Fiir average-Komplexitéatsklassen mit einer festen Schranke der Berechenbarkeit der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen erhalten wir enge Hierarchieergebnisse. Zuerst zeigen
wir, dafl wir selbst unter der uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht immer ein
Problem von hoherer worst-case-Komplexitat 16sen konnen. Dadurch wird Theorem 4.2
in [Milt 91], das eine schwichere Separation im Erwartungswert bewies, substantiell
verbessert.

Theorem 12 Fir Zeitschranken T, Ty mit Ty < o(Tz) gilt

DTime(T3) \ EavTime(T}, {funi})
DTime(Ty) \ AvTime(T}, {ftuni})

# 0,
£ 0.
Beweis: Die Funktion f:IN — IN werde wie folgt definiert.
f(0) = 1,
n; = min{b > f(7)
fli+1) = exp(ni+1).

Vj € [b:2b + 1]

Unter Zuhilfenahme von f definieren wir eine Diagonalisierungssprache L durch

L = {a|fir ¢ mit f(i) <|z| < fle+1) gilt:
t-Th([z]) < Ta([e]) und
{timeMi(:L') >2-Ti(Jx|]) oder x¢& L(M,;) } }

Diese Definitionen sind wie folgt motiviert.

o Wie in einer herkémmlichen Diagonalisierung gehért eine Zeichenkette = zu L,
falls eine korrespondierende Maschine M; auf Eingabe z lédnger rechnet als 2 -
Ti(]z]) Schritte oder verwirft.

e Um zu garantieren, dafl L € DTime(T3), sollte eine solche Simulation von
M; nur durchgefithrt werden, wenn geniigend Zeit vorhanden ist, was heif}t

v-Th([z]) < Ta(fe]) .
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o Um die average-Zeitschranke T} zu tiberschreiten, lassen wir den Index i sehr

langsam wachsen. Auf diese Weise erhalten wir fiir jeden Index : mindestens
so viele endliche Rénge (relevant fiir die Diagonalisierung), wie fiir alle Indizes
1,...,1—1 zusammen. Erreicht wird das durch das rasche Wachstum von n; .

Um das Inverse der resultierenden Funktion f in Zeit Ty(|x|) berechnen zu
konnen, wahlen wir f(i + 1) als exp(2n, + 1).

. L € DTime(Tz):

Um L durch eine Turing-Maschine M entscheiden zu lassen, berechnen wir
zuerst fiir eine Eingabe @ das korrespondierende ¢, fiir das f(¢) < |2| < f(e+1)
gilt.

Zu diesem Zweck berechnet die Maschine sukzessive alle f(j) fiir j < |z|. Dies
ist innerhalb der gegebenen Zeitschranke leicht moglich, da f sehr rasch zunimmt

(f € w(itexp)).

Fiir ein gegebenes f(j) wird f(j 4+ 1) dadurch berechnet, dal b und j herauf-
gezahlt werden, bis b die Bedingung fiir n; erfillt. Wenn j > log|«|, hilt der
Algorithmus. Der letzte berechnete Wert von f ist f(i). Der Zeitaufwand ist
hochstens (log f(57 4+ 1) — f(3)) - Te(log f(j + 1)) < Ta(j+ 1) fiir fast alle j.

Es ist nicht notwendig f(¢ + 1) zu berechnen. Somit wird ¢ in O(T%) Schrit-
ten berechnet. Falls ¢ - Ti(|x|) > Ta(|z]), verwirft die Maschine x, andernfalls
simuliert M 2-Ti(|z|) Schritte der Maschine M, auf Eingabe . Nach Annah-
me kann dies in ¢ - Ty(|z|) < Te(]z|) Schritten durchgefithrt werden. Falls M;
die Fingabe z innerhalb dieser Anzahl von Schritten akzeptiert, verwirft M ,
andernfalls akzeptiert M .

. L & EavTime(Ty, {ptunmi }) :

Nehmen wir an, dal L € EavTime(Ti, {tum}). Sei M; eine Maschine, die L
berechnet. Nach Definition der Folge n; gilt fiir alle @ € [n;, 2n,+1] : - Ti(|z|) <
Ts(|z]) . Daher ist die erste Bedingung in der Definition von L immer fiir solche
x erfillt.

Nun impliziert L = L(M;), daB fiir solche « der Fall @ ¢ L(M,) in der Definiti-
on nicht auftreten kann, somit timeys, (@) > 2 - Ti(]z|) . Wir behaupten, dafl die
average-Zeitkomplexitdt von M, beziiglich der uniformen Wahrscheinlichkeits-
verteilung grofler ist als 7T} fiir beide Mafle, Fav und Av.

Andernfalls erhalten wir fiir das Eav-Mafl den nachstehenden Widerspruch. Sei
[ =exp(2n; +1) — 1, dann gilt

3 timeny, () <

rank; i (z) <! Tl ( |$ |)
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Z timeny, () <
exp n; <rankyn;(z)<exp(2n;+1) Tl ( |$ |)

Z 2 < exp(2n; +1) =

exp n; <rankyn; (z)<exp(2n;+1)
2 (exp(2n; + 1) — expn;)
exp(2n; + 1)

exp(2n; + 1) =

2-expn; .

3. L& AvTime(Ty, {ftuni}):
Fiir das Av-Maf} erhélt man den analogen Widerspruch.

2.

rankyp; (z) <!
Z T (timens, (7)) /

exp n; <rankyni(z)<exp(n;+1)

T (timens, (7))

< exp(2n; 4+ 1) =
exp n; <rankyn;(z)<exp(2n;+1)

1
Z I +— < exp(2n; 4+ 1) =
exp n; <rankyn;(z)<exp(2n;+1) |$|
1
(exp(2n; + 1) —expn;) - (1 + ) < exp(2n; 4+ 1) =
exp n;
2-expn; < expn;+ 1.

Man beachte nun, daf wenn V; <V, gilt, dann ist Vj —rankable C V;, —rankable und
daher gilt

EavTime(T, V; —rankable) DO EavTime(T, V2 -rankable) .
Somit gilt fiir Vi > N

DTime(T) EavTime(T, Vi—rankable)

C
C EavTime(T, {ttuni})

und &hnlich fiir das andere Maf}. Dies impliziert

Korollar 15 Seien T1,V > (1 + ¢)N und Ty € w(Ty) Zeitschranken. Dann gilt

EavTime(T}, V-rankable) C EavTime(T,, V-rankable) ,
AvTime(T}, V-rankable) C AvTime(Ty, V-rankable) .
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4.3 Average-Hierarchien beziiglich Verteilungen

Im letzten Abschnitt beobachteten wir, dafl wie im worst-case jede noch so geringe Zu-
nahme der average-Zeitschranke der Turing-Maschinen die Berechnungsstarke erhoht.
Jetzt untersuchen wir, wie es sich verhélt, wenn die Zeitkomplexitat der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen erhéht wird. Betrachten wir zum Beispiel die Klasse

AvTime(N?, A% —rankable) .

Verkleinern wir die Menge der Verteilungen auf A -rankable , ist es wohl zu erwarten
(wenn auch nicht zwingend), daB beziiglich A —rankable mehr Sprachen in average-
Zeit N erkannt werden konnen.

Vergroflert man dagegen die Menge der Verteilungen bis auf EXL -rankable , so wissen
wir bereits, daf nun AvTime sich nicht mehr von DTime unterscheidet. Zwischen A2
und EXL ist aber unklar, wie sich die Zunahme der Komplexitat der Verteilungen auf
die Groe der Klasse AvTime auswirkt.

Wir werden daher die allgemeine Frage untersuchen, ob AvTime(7, V —rankable) eine
echte Teilmenge ist von AvTime(T, o(V')—rankable). Die Losung dieser Frage wird den
technisch schwierigsten Beweis dieser Arbeit erfordern. Darum leisten wir zuerst einige
Vorarbeit.

4.3.1 Diagonalisierung beziiglich Mengen von Rangfunktio-
nen

Um die Technik der Diagonalisierung hier verwenden zu kénnen, miissen wir folgendes
Problem lésen: V —rankable, die Menge der Rangfunktionen der Zeitkomplexitat V',
ist nicht aufzdhlbar, noch ist es deren Komplement, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel:
Betrachten wir die Menge R C A —rankable der Funktion r( ) : {0,1} —
N, wobei 1 € N und y € ¥*, die definiert werden durch

OrdZ(w) , falls ord(x) gerade,
ra (@) = 1, falls :1;‘6 {0}~
und timey, (y) = |z,
00 sonst.

Y

Jede dieser Funktionen ist in linearer Zeit berechenbar, wenn man fiir ,, 0o *,

wie schon frither vereinbart, ein Sondersymbol ausgibt.
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iy ist aber genau dann eine Rangfunktion, wenn M; auf Eingabe y
nicht hélt, weil ansonsten Rang 1 doppelt besetzt wére. Somit ist R N
N —rankable nicht aufzihlbar.

Betrachten wir nun R’ C A -rankable mit dhnlicher Funktion rzw) , defi-
niert als

1+ %ﬂ , falls ord(x) gerade,

i) =4 b falls = € {0}
iy und timey, (y) = ||,
o0 sonst.

Y

iy ist genau dann eine Rangfunktion, wenn M; auf eine Eingabe y
hélt. Der Rang 1 wire ansonsten nicht besetzt. Folglich ist auch R’ N

N —rankable nicht aufzahlbar.

Wir umgehen diese Schwierigkeit durch Betrachtung einer Obermenge der Rangfunk-
tionen, bestehend aus speziellen Funktionen, den Pseudo-Rangfunktionen.

Definition 24 Fine Pseudo-Rangfunktion ist eine Funktion r : ¥* — INU {oco}
mit der Figenschaft
VieIN |z |r(x)l} < 1.

Ein Beispiel fiir eine Pseudo-Rangfunktion, die keine Rangfunktion ist, ist die Funktion
n +— n + 3. Die Rénge 1, 2 und 3 werden niemals belegt. Andererseits werden in
Pseudorangfunktionen nie Rénge iiberbesetzt.

Zwar kann man auch nicht alle Pseudo-Rangfunktionen aufzidhlen, wie direkt aus dem
Beispiel der Menge R folgt. Auch kann man nicht das Komplement der Pseudo-
Rangfunktionen aufzéhlen. Zumindestens kann man eine dynamische Menge von Kan-
didaten erzeugen, in der jede Maschine, die diese Eigenschaft erfiillt, irgendwann auf-
genommen wird und jede Maschine, die diese Eigenschaft nicht erfiillt, ausgeschlossen
wird. Dieses gewahrleistet ein Rang-Akkumulator.

Definition 25 Fir eine Zeitschranke V ist ein V-Rang-Akkumulator eine Turing-
Maschine M |, die auf Fingabe 1" die Ausgabe I, C IN berechnet. Hierbei muf$ fir I,
gelten

VieIN: M, berechnet in Zeit 'V — dng Vn>ng rel, .
eine Pseudo-Rangfunktion

Diese Definition macht Sinn, denn es gilt
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Lemma 12 Fir jede Komplexititsschranke V' existiert ein linear-zeitbeschrinkter V -
Rang-Akkumulator.

Beweis: Sei ¢ : IN — IN eine monotone, nicht beschrankte Funktion, die in linearer
Zeit berechnet werden kann. Der folgende Algorithmus RANG-AKKU definiert einen V -
Rang-Akkumulator, der auf Eingabe 1" die Ausgabe [, berechnet.

RANG-AKKU ()

n < |z|;
I+« [l...¢(n)];
forall 1 €1

for all 2 € ¥<e?)
if timeps, () > V(|z])
then [« I'\{i}
else R[i,z] « M;(z);
for all | < max,cy<em R[i, 2]
it [l Rl 7] < [}] > | then I e I\ {i}:

return 1.

Nehmen wir an, M; berechne eine Pseudo-Rangfunktion in Zeit |V|, dann ist j €
L i-njy - Aber auch fiir alle n > =1(5) gilt in diesem Fall j € I,,, da j niemals aus

der Menge [ durch den Algorithmus entfernt werden kann.

Wiirde M, keine Pseudo-Rangfunktion berechnen, so gébe es entweder ein z mit
timey, > V(|z|) oder ein [ mit [{z|M;(x) < [}| > [. Beide Félle fiihrten fiir ein
geniigend grofles n zum Ausschlufl von j aus [, .

Damit liegt die Richtigkeit dieses Algorithmus auf der Hand. Fine obere Schranke fiir
den Zeitaufwand auf Eingabe 1" ist

Tye(n) < O(c(n) - S V(e(n)))

Fiir jedes V' kann man nun ¢ derart monoton und unbeschrinkt definieren, dafi Ty .
hochstens linear zunimmt und ¢(n) in Linear-Zeit berechenbar ist. Die folgende Funk-
tion erfiillt diese Eigenschaft:

o = i ) .

Um die Klasse AvTime(T, V] —rankable) von der Klasse AvTime(T, V;-rankable) fiir
Vi < o(Vy) zu separieren, bendtigen wir mindestens eine Rangfunktion p mit p €
V, —rankable\ V; ~rankable . Fin besonders langsam zunehmendes Exemplar p erhalten
wir durch folgendes Lemma.
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Lemma 13 Fiir alle Kompleaititsschranken Vi, Vy mit N < Vi < o(V3) gibt es eine
nicht endliche Sprache L, so daff rank; € V;-rankable und

Vp € Vi -rankable JzoVr > z¢ rankp(z) < co = rankp(z)® < p(z) .
Beweis: Wir konstruieren [ als unére Sprache, das heifit als Teilmenge von {1}*.

Betrachten wir jedoch zuerst die streng monoton zunehmende Folge 1 = n; < ny <
ns3 < ... mit n; € IN. Diese sollte folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Fir alle [ gilt 2-Va(ng) < Va(ngg) .
2. Fir jedes m € IN kann das Element n; mit n; < m < njgq in Zeit O(Va(m))

berechnet werden.

Solch eine Folge kann man wie folgt erhalten. Angenommen n; wurde schon definiert.
Dann betrachten wir fiir k = 1,2,3,... die Folge V(2% -n;) bis zum ersten k, fiir das

Den Einwand, ein solches k& wiirde nicht immer existieren, kann man folgendermaflen
widerlegen. Angenommen, fiir alle k& gelte

Vz(Qk cny) < ok . Va(ng) .

Dann gilt fiir die Summe

) = L Vi) + X Val)
< 0O(1) + f:zi—l-vz(mn,)
< O(1) + f:zi—l-?-vz(n,)

=1

< O(1) + 2" Vyfm) < O((2)) .
Damit ergibt sich aber der Widerspruch V3 € O(N).

Also 148t sich ein solches %, nennen wir es hier k , immer finden. Die Folge sei damit
definiert als ny, = 2% - n;.

Diese Folge erfiillt somit die erste Bedingung. Da V;, zeitkonstruierbar ist, kann fiir ein
gegebenes n; der ndchste Wert n;4q konstruiert werden in Zeit

-1

k _
SVa(2Fny) < D028 Vo) + Va(2F - ny) <2 Va(ngy) -
k=1

=1

Bl

Bl
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So kann die gesamte Folge nq,...,ni41 in Zeit O(Va(ni41)) berechnet werden, und fiir
m = nyyq gilt auch die zweite Bedingung. Fiir ein beliebiges m berechnen wir zuerst
Va(m) und setzen ein Zeitlimit der Grofle O(Vay(m)) fest. Wir fangen an, die Folge
ny,Nn2, N3 ... zu berechnen, bis entweder n;;; gefunden oder das Zeitlimit ausgeschopft
ist. Fiir diesen Fall ist der letzte berechnete Wert das gesuchte n;.

Der folgende Algorithmus RANKL berechnet ranky und definiert so L. Hierfiir benutzt
er die Folge n;. Wir definieren also x; := 1™ .

Auf Eingabe x; generiert RANKL ein Tripel (j,k,r), wobei r den Rang von x; in L
beschreibt. Somit ist z; € L gdw. r < oo. j und k sind zusétzliche Parameter, die
fiir dieses rekursive Programm benétigt werden.

RANKL ()
m ¢ |zl
if VI n;#m oder # # 1™ then return (—,—,00) ;
[ + dasjenige I’ mit @ = xp;
if =1
then return (1,1,1)
else (r,k,-) := RANKL(x;_;);

I} + Ausgabe des Vi -Rank-Akkumulators auf Eingabe 1%;

[+ I,N[l.b], wobei b:= min{r, 6.V5f?2)};

if Viel (timey(z) < Vi(lz|) und M;i(x) < o0) = M(z) > (r+ 1)
then return (r+1,k,r+1)
else return (r,k+ 1,00).

Wir werden uns nun noch davon tiberzeugen, dafl dieser Algorithmus eine Sprache L
konstruiert, die oben genannte Figenschaften besitzt.

1. rankj; € V;-rankable:
Gehen wir von der Induktionsannahme aus, der Zeitaufwand von RANKL auf Ein-
gaben aus NS<"-1 sei beschriankt durch V5.

Betrachten wir nun z = 1" mit m > n;_; .

Aufgrund der Konstruktion der Folge n; ist es moglich, [ in Zeit éVg(m) SO zu
bestimmen, dafl n;_; < m < n;y.

Fir m = n; ist der Zeitaufwand des rekursiven Aufrufs von RANKL (z;_1) be-

schrankt durch Va(n;_q) < %‘/2(71[)

Die Ausgabe des Rangakkumulators kann auch in Zeit £V5(n;) erhalten werden.
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Fiir die Laufzeit aller Simulationen der Maschinen, gegeben durch [, wird nun
héchstens folgendes benotigt.

b -V, < .
l(m) = 6- Vl(m)
Dies zeigt, dafl ranky in Zeit V5 berechnet werden kann.
2. L ist nicht endlich:
RANKL berechnet auf eine Eingabe x; einen Rang r # oo.

Solange der néchste Kandidat @ = w1y, 2;42... keinen endlichen Rang erhélt,
bleibt die Variable r fest und k wird jedesmal erh6ht. Nach der Definition
eines Vi -Rang-Akkumulators wird fiir ein & die Menge [ = [ N [1..b] mit

b = min{r, 6‘./‘2/5@)} nur noch Indizes von Maschinen enthalten, die Pseudo-

Rangfunktionen berechnen.

Dann kénnen alle Pseudorangfunktionen die Bedingung ,,Ausgabe® > (r 4 1)?
nur endlich oft verletzen, da jetzt r konstant bleibt.

So muf} letztendlich der Rang r + 1 einer Eingabe z; zugeordnet werden.

3. Vp € Vi-rankable JzoVa > xq rankp(z) < oo = (rankp(x))? < p(x).

Sei j der Index einer Vj -zeitbeschrankten Turing-Maschine M | die p berechnet.
Da L nicht endlich ist, kann die Variable r groff genug werden, so dafl j <

min {r, ,/6‘%%%}. Es wird fiir eine geniigend grofle Eingabe zy die Zahl j als

Ergebnis des V| -Rank-Akkumulators in [ aufgenommen, da jede Rangfunktion
eine Pseudo-Rangfunktion ist.

Da j fiir groBere Eingaben x; > ¢ in [ vorhanden bleibt, sind alle auszuge-

benden endlichen Rénge dann kleiner als \/MZ(J}) = \/,0(:1;) :

Diese eben beschriebene Sprache hat die interessante Eigenschaft, dafl ihr Schnitt mit
einer beliebigen Sprache P € DTime(Tz) in EavTime(Ty, Vi —rankable) liegt, fiir ein
geeignet gewdhltes Ty € w(T1). Um dies zu zeigen, erinnern wir uns an die Definition
von v, auf Seite 48

vo(n) = max z
p( ) |z|<n und p(z)#co p( )
und definieren jetzt vi := tyank, fiir L-uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilungen g,
vr(n) := max ranky(x) .

|z|<n und ranky (z)#co

Lemma 14 Seien Ty, V1, Vo Komplexititsschranken mit N < Vi < o(Va) und Vy <
O(Ty). Dann gibt es eine Sprache L € DTime(Vz) und eine Komplexititsschranke
Ty € w(Ty), so dafs
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1. pp € Vy-rankable\ V;-rankable und

2. PN L e EavTime(T;, Vi —rankable), fir alle P € DTime(T3).

Beweis: Sei L eine Sprache wie in Lemma 13 beschrieben. Ferner sei Ty(n) :=
Ti(n) - vr(n). Uberpriifen wir nun die Eigenschaften von L.

1. py € Vo-rankable\ Vj ~rankable folgt sofort aus Lemma 13.

2. YP € DTime(Tz) PN L€ EavTime(Ty, V; —rankable):

Sei p € Vi -rankable,und sei P € DTime(T3). Ein Algorithmus, der auf Eingabe
x die Frage v € P N L entscheidet, berechnet folgendes.

e Die endlich vielen Eingaben z mit p(x) < ranky(2)? wurden in einer Ta-
belle im Vorhinein angelegt, um in Linearzeit das Resultat zu erhalten. Eine
Turing-Maschine kann diese Fingaben aus dem endlichen Gedéchtnis beant-
worten.

o Andernfalls wird getestet, ob x € L. Falls nicht, verwirft der Algorithmus.
Da L € DTime(Vz) und nach Voraussetzung V, < O(Ty), kann diese Frage
in Zeit Ti(]x|) entschieden werden (bei Bedarf muf eine linear beschleunigte
Turing-Maschine verwendet werden).

e Im iibriggebliebenen Fall gilt « € L, damit rank(z) < co und zusatzlich
p(z) > rankg(z)?.
Hier wird nun ein 7T5-zeitbeschrankter Algorithmus benutzt, um zu ent-
scheiden, ob = € P ist.

Fiir die Abschétzung der average-Zeitkomplexitat der Turing-Maschine M , die
diesen Algorithmus ausfithrt, erhalten wir fiir alle [ € IN

3 timeps () < 3 Ti(]z])

o< 2Tl — et and 2-Th(]z|)

p(z)<ranky ()2

n Z T5(|z])

ranky (z)2<p(z)<I 2- T1(|$|)

{ T .
rankL(ac)<\/7 SR
l 1 L\/ZJ—I
< = —_ <
< gty sl

=1
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da v, <N . Somit ist (timeys, p) € Eav (2 Ty) . Durch eine lineare Beschleuni-

gung von M kann nun eine Maschine M’ gefunden werden, fiir die gilt L(M') =
L(M)=PnNL und (timey,p) € Eav (Ty) .

Nun wollen wir den dquivalenten Fall fiir das Av-Maf} untersuchen.

Lemma 15 Sei 6 > 1 und Ty, Vi, Vo Komplexititsschranken mit N' < Vi < o(V3)
und Va(§ - N) < O(Ty). Dann gibt es eine Sprache L € DTime(Vy) und eine Kom-
plexititsschranke Ty € w(T), so daf

1. rank; € V;-rankable\ V;-rankable wund

2. PN Le AvTime(Ty, Vi —rankable), fir alle P € DTime(T3).

Beweis: Die Sprache L sei definiert wie im letzten Beweis. Die Zeitschranke T, wird
hier definiert durch

Ty(n) = Ty (n-wv(n)- (1-67")) .
Es gilt wiederum rank; € V; —rankable \ V; —rankable .
Es bleibt jetzt noch zu zeigen, daB fiir alle P € DTime(T})
PN Le AvTime(Ty, Vi —rankable) .

Fiir eine gegebene Sprache P € DTime(T,) und fiir eine gegebene Rangfunktion p €
Vi —rankable konstruieren wir eine Maschine M &hnlich wie im letzten Beweis.

e Fiir die endlich vielen z mit p(z) < ranky(2)? wird die Antwort in das endliche
Gedéachtnis der Maschine kodiert und damit in linearer Zeit erhéltlich.

o M testet, ob x € L und verwirft, falls nicht. Das kostet hochstens Zeit V5 <
O(Tv(N/6)).

e Im verbleibenden Fall rankj(2) < oo und p(z) > ranky(x)* entscheiden wir
x € P in hochstens Ty(|x|) Schritten.
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Dann gilt fiir alle [ € IN

Z Ty (timeps (2)) < Z
pla)<l |x| p(x)<!lund
p(z)<ranky ()2

3 L (Ty(|))

]

T (Th(|21/9))

]

_|_

ranky (z)2<p(z)<I

! 5 v(lz]) - |- (1 —3)

]

VAN
|
4

S R S
=3 5) o~ =t

Daher ist (timeps, ranky) € Av(T}) . [

4.3.2 Die Separation

Als néchstes zeigen wir, dafi die Sprache P N L zwar in EavTime(T}, V; —rankable)
liegt, aber beziiglich ranky, nicht von einer Eav (T}) -zeitbeschrankten Turing-Maschine
berechnet werden kann.

Lemma 16 Seien N < V5 < o(Ty) und Ty < o(Ty) Kompleaititsschranken. Dann
gibt es fir alle § > 1 wund fir alle nicht endlichen Sprachen L € DTime(V) eine
Sprache P € DTime(Ty), fir die gilt

(PN Lyranky) ¢ EavDisTime(T}) .
Beweis: Wir definieren f : IN — IN rekursiv durch
f0) = 1,
n; = min{b > f(q) ‘ V5 € [byrpt(vn(b) + 22

fGz4+1) = 22mF
Da T < o(Tz) gilt, ist die Funktion f wohl definiert.

=)
]
oL S
S | S
(V4
o~
H/_/

Auflerdem definieren wir eine Diagonalisierungssprache P &hnlich der im Beweis von
Theorem 12 durch

P = {x | fir dasjenige ¢ mit f(i) <|z| < f(i +1) gilt:
- Ty(Jel) < Ty(lel) und
[timens, (z) > 2-Ti(|x|) oder «¢& L(M;)] } .
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P erfiillt die geforderten Figenschaften, denn es gilt

1. P € DTime(Tz).

Auf Eingabe 2 berechnen wir zuerst alle f(7) und n;, die kleiner sind als log |z|.
Wegen des starken Wachstums von f und der Zeitkonstruierbarkeit aller Zeit-
schranken, kann dies in Zeit Ty(|z|) erledigt werden. Wir berechnen dasjenige ¢
mit f(¢) < |z| < f(i+1) in Zeit O(|x|) unter Benutzung des zuletzt berechneten
n; . Nun testen wir, ob - Ty(|z|) < Tx(|x|). Falls nein, verwerfen wir. Andernfalls
simulieren wir 2 - Ti(|x|) Schritte der Maschine M; .

Wir akzeptieren genau dann, wenn M, nicht innerhalb dieses Zeitraums akzep-
tiert. Diese Simulation kostet hochstens 2 - Ti(Jx|) - ¢ < 2 - Ty(|z]) viel Zeit.

2. (PN L,rank;) ¢ EavDisTime(T}).

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, da M, die Sprache PN L in
erwarteter Zeit T} beziiglich der Rangfunktion rank; berechnet.

Nach Definition von n; und vy gilt fiir alle 2
{z e L] £(i) <z < fi +1) und Ty(|e]) - i < To(|2))}] > wa(ng) + 2277

Weil wir Turing-Maschinen durch eine Gédel-Numerierung aufzéhlen, existieren
unendlich viele Maschinenindizes iy,73 ... mit L(M,, ) = P . Daher ist die Spra-
che PN L nicht endlich.

Fir Eingaben = € PN L mul @ € L(M;) gelten, und deswegen ist timey;, >

2-Ti(|x|).
Sei | := wvg(n;)+ 2%+ Dann gilt [ < 22%%2? da vg(n;) < n;. Die Zeitkom-
plexitdt von M; kann nun abgeschitzt werden durch
3 timeny, () > 3 2-Ti(|x|)
Li(J=)) Li(J=))

ranky (z)<I vr(ni)<rankp (z)<vp (ni)+227it1

= (I/L(ni) + 22ni+1 — I/L(ni) + 1) -2
> 2t > [ 41,

was der Annahme widerspricht, M; ist Eav (7}) -zeitbeschrankt beziiglich ranky, .
[

Das folgende Lemma beschreibt den gleichen Sachverhalt fiir das Av-Ma8.

Lemma 17 Seien § > 1, Vo3 > N, V(6 - N) < Ty und Ty < Ty(o(N)) Komple-
zititsschranken. Dann gibt es fiir alle nicht endlichen Sprachen L € DTime(V3) eine
Sprache P € DTime(Ty), fir die gilt

(PN Lyranky) € AvDisTime(T}) .
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Beweis:  Wir definieren eine Folge m; und eine Funktion f &hnlich der im letzten

Beweis.
f0) = 1,
n; = min{b > f(i) Vi€ b...vpt(vp(b) + 2™ : M > z} )
f(z+1) = 22t
Hier ist die Bedingung %8; > 1 durch T?((z];) > 1 ersetzt worden. Da jetzt T} <
Ty(o(N)), ist f wiederum wohl definiert.
Die Diagonalisierungssprache P ist definiert als
P = {a | mfir dasjenige 7+ mit f(z) < |z| < f(i + 1) gilt:

i -T2 |2]) < Tx(|x]) und
[timens, () > T1(2- |2|) oder a¢& L(M;)] } .

1. P € DTime(Tz).

Die verdnderte Definition von f und die Konstruktion von P erméglichen es
einer Turing-Maschine, analog zum vorherigen Beweis die Sprache P innerhalb
der Zeitschranke 75 zu entscheiden.

2. (PN L,ranky) ¢ AvDisTime(Ty,).

Angenommen es gibt eine Turing-Maschine M; , die PNL in Av-Zeit T beziiglich
rank;, berechnet. Dann definieren wir [ := vy(n;) + 2"t und erhalten den fol-
genden Widerspruch.

5 1, (timeyy, (2)) < TN (2 )

rank (z)<[ |$|

vp(ni)<rankp (z)<vp (ng)+227i+1 |$|

= (I/L(ni) + 22ni+1 — I/L(ni) + 1) -2
> 22t 1 > [ 41,
|

Dank dieser Voriiberlegungen erhalten wir nun die folgenden Separationen fiir EavTime
und AvTime hinsichtlich der Komplexitét der Verteilungsklassen.

Theorem 13 Sei § > 1. Dann gilt fir alle Komplexititsschranken T,T', Vi und V;
mit N < Vi <o(Va), Vo <O(T) und Va(§-N) <O(T")

EavTime(T, Vy—rankable) C EavTime(T, Vi-rankable) ,
AvTime(T', Va-rankable) < AvTime(7T’, Vi-rankable) .
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Beweis: Wir wahlen T = Ty, wobei 77 die in den vorherigen Lemmas betrachtete
Zeitschranke ist. Die in Lemma 14 und 16 konstruierte Sprache P N L ist in der
average-Klasse EavTime(Ty, Vi —rankable) geméaf Lemma 14 enthalten, aber nicht in
EavTime(T, V3 -rankable) nach Lemma 16, da rank; € V;-rankable (Lemma 14).
Den analogen Schluf} fiir das Av-Mafl erhdlt man durch Anwenden von Lemma 15

und 17 fir 7" =1T) . [

Die etwas ungewohnte Beziehung 3§ > 1 Va(§ - N) < O(T") ist fiir 7" € POL
dquivalent zu V5 < O(T"). Damit erhalten wir fir 7" € POL im Av- und Eav-Ma$
gleiche Separationsresultate.

Korollar 16 Fir Komplexititsschranken N < Vi < o(Va), Vi < O(T) und T €
POL
AvTime(T, Vy—rankable) C AvTime(T, Vi —rankable) .

Abbildung 4.2 und 4.3 geben einen Eindruck der in den letzten beiden Theoremen be-
schriebenen Hierarchien. Jeder Punkt e im Diagramm prasentiert eine Komplexitéats-
klasse EavTime(T, V —rankable) respektive AvTime(T, V —rankable). o C o heifit
echte Teilmengenrelation zwischen den beiden Klassen, ¢ = e Gleichheit und e 7 o,
dafl die Art der Relation noch offen ist.
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EavTime(T,V-rankable)

V A
o (C o
||
: h(T)
POLt
o (C o
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N } >
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Abbildung 4.2: Die Hierarchien der expected-average-
Komplexitatsklassen.
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AvTime(T,V-rankable)

V T(N /3)
o (C o 0>1
|
o h(T)
POLf----erereeememee e
o (C o
? o (C o
N i >
N POL T

Abbildung 4.3: Die Hierarchien der average-Komplexitatsklas-
sen.
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Kapitel 5

Median-Komplexititsklassen

5.1 MedDisTime

In den vorherigen Kapiteln untersuchten wir hauptsichlich das Av- und das Eav-Ma$,
sowie die dadurch definierten average-Komplexitiatsklassen. Das Median-Mafli wurde
dort mit diesen average-Maflen verglichen. Es zeigte sich, daf eine eingehende Median-
Klassifikation eine average-case-Analyse durchaus ersetzen kann.

Dariiber hinaus besitzt der Median aber eine eigenstdndige Bedeutung. Aufgrund der
Verwandtschaft zu Av und Eav kann man entsprechende Median-Komplexitéts-
klassen analog der average-Komplexitatsklassen definieren.

Definition 26 Fir cine Zeitschranke T wund eine Hdufigkeitsfunktion ¢ : IN — IN
mit 0 < (<N definieren wir

MedDisTime(T,¢) := {(L,p) | IM € DTM L(M)=1L
und (timeps, 1) € Med(7,¢)} .

Betrachtet man diese Definition néher, so erkennt man den entscheidenden Unterschied
zwischen average- und Median-Komplexititsklassen. Uberschreitet hier die Maschine
M die Schranke T auf einer Eingabe x, ist es egal, ob sie nun T'(|Jz|) + 1 oder gar
itexp(|x|) Schritte bendtigt. Bei den average-Klassen Av (7T') oder Eav(T') dagegen
wire eine Laufzeit-Uberschreitung von héchstens exp(T(|z])) oder exp(|z|) - T(|z])
moglich gewesen.

Koénnte dann eine Turing-Maschine in einer Median-Komplexitétsklasse auch auf einer
Eingabe unendlich viel Zeit ben6tigen?

93
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Nicht nach dieser Definition, da explizit gefordert wird: L(M) = L. Es wére aber
moglich, wenn man nur fordert M(x) = xp(x) fiir M(x) # L und diesbeziiglich die
Definition der Zeit timeps einer Turing-Maschine erweitert.

T o timeps(x) , falls M(x) € {0,1},
timey () = { 00 , falls M(x)= L.

Wenn die Turing-Maschine M nun die Zeit T {iberschreitet, so kann M beziiglich
dieser Definition sich auf zwei grundsétzlich verschiedene Weisen verhalten:

1. M rechnet noch eine gewisse Zeit und entscheidet schlieilich, ob = € L und gibt
das entsprechende Frgebnis aus.

2. M trifft keine Entscheidung und hélt nie.

Beide Félle fielen bei solch einer Median-Analyse gleich ins Gewicht. Wenn der Algo-
rithmus nicht innerhalb der Zeitschranke T' zu einem Ergebnis kommt, wére es wohl
einfacher den Befehl . stiirze ab* ausfithren zu lassen, ohne den Versuch zu unternehmen
das Problem fiir diesen Fall zu 16sen.

Wenn es aber nun freigestellt ist, in schwierigen Situationen anstatt der Ausgabe 0
oder 1 quasi ein Fragezeichen (durch absichtlich herbeigefiithrten Absturz) auszugeben,
erscheint es doch sinnvoller zu erlauben, eine Ausgabe beliebig zu wahlen, auch unter

der Gefahr, dafl diese dann falsch ist.

Derartige Fehler wiirden wir dann der Zeitschranke genauso in Rechnung stellen wie
eine Laufzeit-Uberschreitung. Hierfiir definieren wir die Zeitfunktion time in Abhéngig-
keit von der zu akzeptierenden Sprache [ C ¥* oder der zu berechnenden Funktion

foXr = 3" als

Definition 27 Fir eine Turing-Maschine M und eine Sprache L C X* oder eine
Funktion f:Y¥* — ¥* definteren wir

timens 1 (z) = { timen () , falls M(x) = xp(x) ,
ML ' 00 , falls M(x) # xp(x) ;

timen s (@) = timep(x) , falls M(x) = f(x) ,
M.f ' 00 , falls M(x) # f(x) .

Die diesem Zeitmall zugehorige Median-Komplexitdtsklasse heifit Med * DisTime.
Wir sprechen in Zukunft hier vom Med * -Maf3 oder Median-Fehler-Maf}, um dieses

von dem fehlerfreien Median-Maf} unterscheiden zu konnen.
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Definition 28 Fir cine Zeitschranke T wund fir eine Funktion ¢ : IN — IN mit
0 < (<N definieren wir

Med*DisTime(T,¢) := {(L,x) | 3IM € DTM (timeps 1, 1) € Med(T,¢)} .

Die Hauptargumente in der Diskussion, warum nun solche Komplexitdtsklassen, die
auch fehlerhaft berechnete Probleme umfassen, von Interesse sind, erinnern an die
Begriindung von Monte-Carlo- und Las-Vegas-Algorithmen. Betrachten wir also das
folgende Beispiel.

Beispiel:

Angenommen, wir hatten Sprachen L;, Ly, L3 C Lpay, wobei Lpy die
schon frither betrachtete Sprache aller bindren Palindrome ist. Ferner sei
L; genau in exponentieller Zeit l6sbar, Ly in doppelt exponentieller Zeit
und Ls nicht berechenbar.

Die Lage nach klassischer worst-case-Sicht ist klar:

L, € DTime(EXP)\ DTime(o(EXP)) ,
L, € DTime(EEXP)\ DTime(o(EEXP))
Ly ¢ REC.

Nehmen wir weiter an, daf dieses Problem ausschliellich im Zusammenhang
mit der uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung auftritt. Somit betrachten
wir die gewichteten Probleme Py := (L1, ftuni), P> := (L2, pum) und
Ps = (L37,uuni) .

Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl dann gilt

Ly € AvDisP , aber auch Ly ¢ AvDisP .

Ersteres folgt aus der hohen Wahrscheinlichkeit fiir lineare Laufzeit fiir

geeignete Turing-Maschinen My und M, (mit L(My) = Ly, L(My) = L)

; 1
Probp,, . timeyy, () < 2n] > 1 — S

; 1
Probp,, . timey, () < 2n] > 1 — S

Diese Wahrscheinlichkeiten implizieren

Py, P, € MedDisTime(2- N, O(VA)) .

Py ist also nur deswegen effizient (in AvDis P ) im Gegensatz zu Ps, weil
die worst-case-Laufzeiten exponentiell beschrankt sind.
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Allerdings konvergiert der Erwartungswert dafiir, dafl eine einzige Laufzeit
schlechter als linear erscheint, fiir beide Sprachen gegen 0. Dies gilt im
allgemeinen auch fiir alle gewichteten Probleme P € MedDisTime(N, (),
wenn ( € o(N).

In der Praxis wird das Programm sicher &fter als einmal eingesetzt werden.
Jedoch ist es fiir gentigend grofle n schlicht unmoglich, alle Falle auszute-
sten. Realistisch (wenn nicht schon tibertrieben) ist eine Aufrufhdufigkeit
von p(n), wobei p ein beliebiges Polynom darstellt.

Doch selbst dann ist im allgemeinen, wenn ( < asymptotisch die

N
5 logw(l) 9
Wahrscheinlichkeit fiir eine Laufzeit-Uberschreitung 0. Der Grund ist, dafl
eine polynomielle Wiederholung eines Tests die Wahrscheinlichkeit p nur

auf Pol(n) - p erhohen kann.

In unseren Beispiel ist es also praktisch unméglich fiir grofie Eingabemen-
gen, eine Laufzeit-Uberschreitung zu erhalten. Ist es aber egal, ob dieser
praktisch nicht vorkommende Fall nun exponentiell oder doppelt exponen-
tiell ist?

Selbst wenn er auftritt, wird fiir eine Eingabeldnge n = 100 kein Software-

Anwender jemals erfahren, ob die Laufzeit nun 2'%° oder 22 war.

Betrachten wir nun FPs. Es gilt
Ps € Med~* DisTime(2 - N, 0(VA)) .

Dies folgt aus der Existenz einer Maschine M5, die genau die Sprache der
Palindrome akzeptiert und daher die Eigenschaft

1

PrOb[Muni]n[timeM37L3(x) S 2n] Z 1 — W

besitzt (Anscheinend ist der nicht-berechenbare Anteil in Ls fiir die prak-
tische Anwendung nicht interessant).

Tritt aber der Fall timeps, r,(2) < 2n nicht auf, so wiren hier die mogli-
chen Konsequenzen hérter:

1. M; rechnet beliebig lange weiter,

2. Ms halt iberhaupt nicht, oder

3. Ms; gibt einen falschen Wert aus.
Doch obwohl der zweite Fall und der dritte Fall im Med-Maf nicht vorkom-
men, besteht in der Konsequenz fiir den Benutzer kein Unterschied:

Das Programm gibt nicht schnell genug die gewiinschte Antwort. Jedoch
tritt dieser Fall ,,praktisch® nie auf.
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Die Menge MedDisTime umfafit nur gewichtete Probleme mit berechenbaren Spra-
chen. Med * DisTime kann auch nicht-berechenbare Sprachen beinhalten. Wird es also
dadurch gelingen, nicht-berechenbare Probleme auch im Rahmen der Komplexitéts-
theorie als effizient zu klassifizieren? In Abschnitt 5.5 wenden wir uns dieser Frage
Zu.

An dieser Stelle soll nicht unerwahnt bleiben, daf} es sich bei Med * DisTime im allge-
meinen um keine abstrakte Komplexitétsklasse handelt. Wenn namlich L ¢ REC | ist
fiir alle Turing-Maschinen M die Funktion timeps 7 nicht berechenbar.

Wichtiger erscheint aber die Frage, ob eine Betrachtung dieser Klassen Med * DisTime
sich mit der Church’schen These vertrigt, die besagt, dafl nur das in einem intuitiven
Sinne losbar ist, was auch maschinell berechenbar ist. Im Gegensatz zu vielen bekann-
ten Klassen mit nicht berechenbaren Sprachen wird hier behauptet, dafl die Klasse
Med * DisTime(T, () fiir geeignetes T und ( (siehe Definition 29) fiir die Praxis rele-
vant sei. Dies ist kein eigentlicher Widerspruch, denn sicher wird eine Turing-Maschine
ein nicht-berechenbares Problem nicht wirklich l16sen, sondern héchstens den Lésungs-
raum ,approximieren®.

Somit sind die durch Turing-Maschinen definierten Approximationssprachen die eigent-
lichen betrachteten Probleme dieser Klasse, und nicht die anvisierten nicht-berechen-
baren Sprachen.

Wie bei den average-Komplextitatsklassen macht es auch hier Sinn, polynomiell zeitbe-
rechenbare Problemklassen zu definieren. Diese heifien MedDis P und Med * Dis P

und sind gemiB obiger Uberlegungen

Definition 29

MedDisP := MedDisTime POL,L )
1ng(1)
e g N
Med " DisP := Med*DisTime POL,W .
og

Um aus den Klassen MedDisTime und Med * DisTime Klassen von Sprachen zu er-
halten, definieren wir MedTime und Med * Time analog zu AvTime und EavTime.

Definition 30 Fir eine Zeitschranke T, eine Hdiufigkeitsfunktion ¢ : IN — IN mit
0 < (<N und einer Menge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen sei definiert

MedTime(T,(,C) = {L |Vue C (L,u) € MedDisTime(T,()} ,
Med*Time(T,¢(,C) = {L |VYue C (L,u) € Med*DisTime(T, ()} .
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5.2 MedDisP versus AvDisP

Als erstes versuchen wir eine Relation zwischen MedDis P, Med * Dis P und AvDis P,
EavDis P nachzuweisen.

Hierfiir bendtigen wir folgendes Lemma, das wir mit Hilfe eines modifizierten Diago-
nalisierungsarguments beweisen werden. Als erstes wollen wir dabei beweisen, daf} es
eine Sprache Ly gibt, die fiir eine gegebene Zeitschranke Ty, Haufigkeitsfunktionen «
und Rangfunktion p nicht median-fehler-beschréankt ist, d.h.

(L2,p) & Med* DisTime(T,a —1) .

Eine Teilmenge dieser Sprache L; C Ly soll dagegen relativ leicht in Zeit T, zu ent-
scheiden sein, wobei T, die Zeitkomplexitat von p ist. Das passiert aber nicht etwa
dadurch, daf diese Sprache stark ausgediinnt ist. Es soll ndmlich fiir eine Haufigkeits-
funktion b € w(1l) gelten

VI XSO Ly > L—a(l)—b(1) .

SchlieBlich méchten wir auch nicht, dafl die worst-case-Zeitkomplexitat von Ly zu grofl
ist. Deshalb fordern wir fiir ein Tyorst € w(T')

Ly € DTime(Tyorst) -
Eine direkte Implikation dieser Forderungen ist beispielsweise
Ly € MedDisTime(T,,a +b) .

Eine Turing-Maschine testet hier zuerst, ob die Eingabe x € L; ist. Falls ja, akzeptiert
sie. Andernfalls berechnet sie die Sprache L; mit Hilfe des Tyors -zeitbeschrankten
Algorithmus. Dies geschieht hochstens a + b oft.

Lemma 18 Seien T < o(Tworst) Zeitschranken, p € T,-rankable eine injektive
Rangfunktion, wobei gilt T, <T'.

Ferner seien a,b,c € w(l) monoton zunehmende Hdufigkeitsfunktionen, so daf$ gilt

a+b+ec = N

FEine monoton zunehmende Funktion e : IN — IN sei dabei so gewdhlt, daff fir deren
Umkehrfunktion gilt ¢l=% < b. Ferner gelte fiir

hz) = max{c(0) | H(0) < pa)) |

dafy die Bedingung p(x) < h(x) 4+ c¢(e(h(x))) in Zeit T,(|x|) entscheidbar ist.
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Dann gibt es Sprachen Ly C Ly, so dafi gilt
Ly € DTime(T,), Ly € DTime(Tworst)

Vi |Xp§lﬂL1| > ¢(l) und (Lg,p) & Med* DisTime(T,a) .

Beweis: Die Folge xy,x3,25... von Zeichenketten sei geméafl der Rangfunktion gege-

ben, das heifit Vi p(x;) =1

Wir werden die Sprachen Ly und Ly intervallweise unter Beriicksichtigung der Funk-
tionen r,[: IN — IN definieren. Im ersten Intervall zy,...,2,.1) werden alle Zeichenket-
ten sowohl in L; als auch in L, enthalten sein. Im zweiten Intervall z,(1)41,..., 22
sind keine Zeichenketten aus L;. Ob eine Zeichenkette hieraus in L, enthalten ist,
entscheidet eine Diagonalbedingung.

Im dritten Intervall )41, .., Ty 2)4r(2) sind wiederum alle Elemente in L; und Lo ;
im vierten j2)4r(2)41,- - -, i(3) entscheidet wieder die Diagonalbedingung fiir Ly und
so weiter.

Wir definieren nun I, r : IN — IN folgendermafen:
i) = 0),
r(i) = c(l(i+1)).
Man beachte, daf dabei
W(i+1)—r(i) = 1) = 1 +1)—e(li+ 1)) —FNUE+ 1) > a(l@+1)) .

Die Sprachen L; und Ly bestehen nur aus Zeichenketten « mit endlichen Rang p(x) <
oo . Ansonsten definieren wir sie durch ihre charakteristischen Funktionen yr, und xz,

folgendermaflen.
N 1, falls 3y mit ¢ € (I();{(5) + ()],
Xi ()= { 0, sonst;
L, falls 35 mit 7 € (I(9);{(J) + r(9)] ,
(2) = L — xar () , fiir das j mit i € ({(7) + r(7);1(7 + 1)]
Mt und tlmeMJ( z;) < T(]zy]), falls es existiert ,

0, sonst .

Diese beiden Sprachen erfiillen die gewiinschten Figenschaften:

1. Ly C Ly folgt direkt aus der Definition.
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2. Ly € DTime(T,).

Ein Algorithmus M berechnet fiir Eingabe 2 zuerst den Rang p(x). Falls p(x) =
oo verwirft M.

Sei nun ¢ := p(x). Dann ist dasjenige 7 mit [(j) < ¢ < I(j + 1) gegeben
durch [(j) = h(x). Die Eingabe x ist nun genau dann in [; enthalten, falls
i <I1(j) 4+ r(y). Das ist gleichbedeutend mit

ple) < h(z) + c(e(h(2)))
was in Zeit T,(|z|) entscheidbar ist.

Ly € DTime(Tworst ) -
Zuerst wird der oben beschriebene Algorithmus fiir Ly ausgefiihrt. Falls « € Ly,

ist = auch in L, enthalten.

Andernfalls simulieren wir T'(|x|) Schritte der Maschine M; mit Eingabe .
Falls M innerhalb dieser Simulation nicht halt, wird die Eingabe verworfen.
Ansonsten gilt v € L, & M;(z)=0.

Wahlt man die Aufzéhlung M, aller Turing-Maschinen geschickt, so kann erreicht
werden, dafl dieser Algorithmus Zeitkomplexitét Tyowse besitzt.
Vi |prl N L > ¢(l)

Betrachten wir die Anzahl der ,Einser® ¢(1) := [Xs' N Ly| der Sprache L;. Zu
beweisen ist also fiir alle [

g(l) = e(l) .
Dabei wichst die Funktion ¢ mit steigenden [ hochstens um einen Schritt, da

N — ¢ = a+ b monoton zunehmend ist. Auf den Intervallen (I(7),1(:) 4 r(¢)]
wachst ¢ genau linear (also maximal), ansonsten ist ¢ konstant.

Also geniigt es zu zeigen, daf} fiir alle ¢ gilt

g(l(i)) = c(li + 1)),
was aus g({(2)) > r(1) = c(l(i + 1)) folgt.

(L2, p) & Med™* DisTime(T,a — 1)

Fiir eine beliebige Maschine M, ergeben sich fiir [ :={(i + 1) mindestens (i +
L) = 1) —r@) > a(li + 1)) > a(l) — 1 viele Zeichenketten, auf denen M;
aufgrund der Diagonalbedingung L, nicht berechnet oder auf denen M; mehr
als T Rechenschritte benétigt.

Damit 1aBt sich zeigen, dafl die polynomiellen average-Klassen AvDisP und EavDis P
unvergleichbar sind mit den Klassen MedDis P und Med* Dis P .
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Theorem 14
FavDisP \ Med*DisP # (0,
MedDisP \ AvDisP # 0.
Beweis:

1. EavDisP? \ Med*DisP # 0

Wir werden eine Diagonalsprache [ mit

(L, ptuni) ¢ Med*DisTime (Nk L) und

T 2kFL L Joght!
(L, puni) € EavDisTime(LIN)

wie folgt konstruieren. Hierzu betrachten wir die Rangfunktionen py,pq... defi-
niert als

ord(z), falls z = 21071 |

00, sonst .

pr(z) = {

Jetzt benodtigen wir die Sprachen Ly, Lo, ... mit folgenden Eigenschaften

(Lg,pr) € MedDisTime (LIN, N k) \
2 -log

N
R — L
(Lg,pr) ¢ Med*DisTime (N ) W) )
Ly € DTime(N* ).
Die Existenz solcher Sprachen folgt aus Lemma 18. Fiir diese folgt sofort beziiglich

der uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung

- N
(Lk, ,uuni) € MedDisTime (LIN, W) 5

(L, ptuni) € Med*DisTime (N’f L) :

T 9k+1 _1ng+1

Die gesuchte Sprache L wird mit Hilfe von Lj definiert als

0, falls dn mit 0" = =,
Xz, (%), wobei z = z10*~!,

xr(z) = {

Aufgrund der Konstruktion von L aus den Sprachen Lq, Lo, ... gilt
(L, puni) € Med*DisP .

Seien die Sprachen Lj; geméfl des Beweises von Lemma 18 gewéhlt. Dann gibt
es eine Turing-Maschine M , die wegen der gleichartigen Definition der Sprachen
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Ly, Lo, ... sogar fiir alle k die Eingabe z = 210%~! in Zeit |z|**! entscheidet.
Dieser Algorithmus kann auch in die Lage versetzt werden alle oberen Median-
Schranken auf den von p; gewichteten Teilmengen einzuhalten.

Definieren wir nun fiir festes [ € IN die Mengen Ay :
A = {z ¢ Xfulni| lz|F < timey(z) < |2 .

Damit folgt fiir deren Méchtigkeit

[
Ayl < ———7——.
Al = 25+1 . (log )k

Somit gilt fiir eine Konstante ¢ € IN

timepr(z) tlmeM c- |$|k+1
TR T XL T S RE TR
< c-ZZ(logl)k < ey lk = ¢!
k z€A, k 2.2

Also ist (L, rankyy ) € Eav (LIN) .

MedDisP \ AvDisP # ()

Die folgende Definition der Sprache L findet durch deren charakteristische Funk-
tion xr statt. Dabei ist M; wiederum eine Aufzahlung aller deterministischen
Turing-Maschinen und rankp, := ranky,, die Rangfunktion der Lp, -uniformen
Wahrscheinlichkeitsverteilung ( Lp, ist die Sprache der bindren Palindrome).

0, falls * € Lpa oder
tlmeankP (@) ( ) > expexp(|z]) ,
XL(w) = 1 — Mrankpal(l’)(x) R faHS T € LPal und
tlmeMrankP o )( z) <expexp(|z|) .

Wir haben schon frither gesehen, dafl (xz,.,, ftuni) € Med (O,Q(W)) . Damit
gilt

(L, puni) € MedDisTime(N, O(VN)) .
Andererseits ist aufgrund der Diagonalbedingung L ¢ DTime(EEXP), und somit

gilt nach Theorem 7
(L, ptuni) & AvDisP . [ |

Aus Lemma 6 ergibt sich als Relation zwischen den Average-Case-Komplexitétsklassen

EavDis P C AvDisP .



5.3. SPARSE MENGEN 103

Da nach Definition
MedDis P C Med* DisP

gilt, ist MedDisP und Med ™ DisP jeweils sowohl mit Eav P als auch mit AvP
unvergleichbar

FavDisP MedDisP
AvDisP 77 Med*DisP .

Abbildung 5.1 verdeutlicht diese Mengenrelationen.

@

' Med*DisP

Abbildung 5.1: Die Mengenrelation zwischen den polynomiel-

len worst-case, average und Median-Zeitklassen.

5.3 Sparse Mengen

Die Einbeziehung nicht berechenbarer Informationen in eine Komplexitatsklasse ist
prinzipiell nichts Neues. In einer ganzen Reihe von Arbeiten [AHHK 92, HOW 92]
wurden Reduktionsmengen auf Mengen mit geringer Information betrachtet. Ausgangs-
punkt waren tally oder sparse Mengen.

Definition 31 SPARSE bezeichnet die Klasse aller Sprachen L mit der Figen-
schaft |L<"| < Pol(n).

Anhand dieser nicht berechenbaren Mengen wurden unter anderen die Leistungsfahig-
keit verschiedener Arten polynomiell zeitbeschréankter Reduktionen erforscht. Das Bin-
deglied zwischen diesem Gedankengebdude und dieser Arbeit liefert das folgende Theo-
rem.
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Theorem 15 Fiir eine Zeitschranke T > N qilt
{(Ll U LQ) \ L3 | Ll € DTlme(T) und LQ, L3 € SPARSg}
= Med * Time(T, PLOG, {ttuni}) -

Beweis: ,,C“: Sei M eine T -zeitbeschréankte Turing-Maschine fiir L, . Dann gilt fiir
die Anzahl der Fehler f(l), die M beziiglich der Menge (L; U L)\ L3 auf X;ulni
macht

f(l) S |L2 m Xﬂfsulni| —I_ |L3 m Xﬂfsulni| .
Damit ist (timens,(r,n7,)\zs5 Huni) € Med(T, PLOG) .

» 2 Sei M eine Turing-Maschine fiir L € Med * Time(T, PLOG, {tuni }) , so daf} gilt
(timens 1, ftuni) € Med(T,PLOG) .

Wir modifizieren M so, daB die resultierende Maschine M auf alle Fille nach T

Schritten héalt.
M) = 0, falls M(x) =0 oder timep(x) > T(|z]) ,

v o= 1, falls M(z) =1 und timey(x) < T'(|z]) .

Wir definieren Ly := L(M), Ly := L\ L(M), L3 := L(M)\ L. Ly und L3 sind

sparse, da die Anzahl der Fehler von M polynomiell in der Fingabelange beschrankt
ist. |

5.4 Median-Hierarchien

Die Median-Komplexitatsklassen liegen &hnlich wie die average-Komplexitatsklassen
oberhalb der worst-case-Klassen, das heifit

DTime(T) C MedTime(T,a,C) C Med* Time(T,a,C) .

Sie sind aber unvergleichbar mit den average-Komplexitatsklassen wie wir in Theo-
rem 14 bereits gesehen haben. Der Haufigkeitsparameter der Medianklassen wahlt zwi-
schen den Extremen oberhalb des worst-case. Zum einen charakterisiert « = O(1) die
klassischen Komplexitatsklassen

DTime(T) = MedTime(T,0(1),{p}) = Med* Time(T,O(1),{p}) ,

wenn Vz p(z) < oo. Auf der anderen Seite bedeutet a = N — O(1) fiir die fehlerfreie
Medianklasse die Menge aller berechenbaren Funktionen

MedTime(T, N — O(1),{p}) = REC .
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Fiir die Medianklasse mit @ = A" — O(1) , welche also fast fiir alle Eingaben fehlerhaf-
te Ausgaben oder Laufzeitiiberschreitungen zuléBt, gilt fiir die Menge aller Sprachen
Pot(X*) und fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung p

Med * Time(T, N — O(1),{p}) = Pot(¥").
Die Haufigkeitsfunktion ¢ in Med (T, a) reagiert auf Verdnderungen wesentlich emp-

findlicher als die Zeitschranke T'. Wahrend sich erst fiir Ty < o(T3) eine Separation
ergibt, ist dies schon fiir a; < ay —w(1) der Fall.

Fir a; = a3 — O(1) kann eine neue Turing-Maschine gefunden werden, die diese
konstant vielen Eingaben mit der Methode des ,endlichen Gedachtnis® entscheiden
kann. Hier gilt also

MedDisTime(T,a) = MedDisTime(T,a + O(1)) ,

und gleiches fiir Med * DisTime. Ansonsten liefert Lemma 18 folgendes Theorem.

Theorem 16 Sei T > N eine Zeitschranke, seien a,b,c € (1) monoton zunehmen-
de Héiufigkeitsfunktionen mit a+b+c = N und der gleichen Zeitkonstruktionsbedingung
beziiglich T, wie in Lemma 18. Fir eine injektiven Rangfunktion p € T, —rankable mit
T, <T gt nun

MedTime(T, a,{p}) C MedTime(T,a +b,{p}),
Med*Time(T, a,{p}) C Med*Time(T,a+ b,{p}) ,
MedTime(T,a + b,{p}) € Med*Time(T,a,{p}) .

Beweis: Nach Lemma 18 existiert eine Sprache L, fiir die gilt

L € MedTime(T,a+ b,{p}) und
L ¢ Med*Time(T,a,{p}) .

Aus MedTime(T, a,{p}) C Med* Time(T, a,{p}) folgt nun sofort
L ¢ MedTime(T,a,{p}) .
Genauso 1aBt sich folgern

L € Med*Time(T,a+ b,{p}) .
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5.5 Zwel aussichtslose Fille

Viele Probleme von hohem praktischen Interesse sind nicht berechenbar. Die Skala
reicht hier von automatischen Beweisern in der kiinstlichen Intelligenz, dem Problem
der Software-Verifikation im Software Engineering, der Frage nach dem Ressourcenver-
brauch eines Prozesses im Bereich Betriebssysteme bis hin zur bestméglichen Kompri-
mierung einer Zeichenkette im Bereich der Kodierungstheorie.

Wegen der hohen Relevanz versuchte man immer wieder algorithmische (Teil-) Lésun-
gen anzugeben. Diese sind aber aufgrund der Unldsbarkeit des Problems zum Scheitern
verurteilt, wenn man sich der klassischen Sichtweise des worst-case bedient.

Charakterisiert man diese Algorithmen aber mit dem Median-Fehler-Maf, ist es nun
moglich, die Giite dieser algorithmischen Lésungsversuche sowohl hinsichtlich des Zeit-
verhaltens als auch hinsichtlich des Anteils fehlerhafter Berechnungen zu bewerten.

Gehen wir von einem gewichteten Problem (L,p) aus mit L ¢ REC . Der Idealfall
ware eine Klassifizierung durch

(L,p) € Med*DisP .

Nimmt man einen exponentiell groBen Eingaberaum [ :={xz | p(x) < 2"}, wiirde fiir
ein Polynom p € POL bei zufélliger Auswahl eines x aus [ die Wahrscheinlichkeit
hochstens m betragen, dafl ein Algorithmus auf Eingabe x die Laufzeit p(|x]|)
iiberschreitet oder eine fehlerhafte Antwort gibt. Diese Wahrscheinlichkeit ist sicherlich
fiir geniigend grofle n vernachlassigbar.

Informeller ausgedriickt konnte man auch sagen: Die Maschine macht ,,praktisch® keine
Fehler und bleibt ,,praktisch® immer innerhalb der Zeitschranke p, wenn sie versucht
L zu entscheiden.

Fiir zwei sehr bekannte nicht berechenbare Problemstellungen wollen wir nun untersu-
chen, ob dieser Fall hier zutrifft. Als erstes untersuchen wir hierzu das Halteproblem
der Turing-Maschinen.

Definition 32 Das Halteproblem der deterministischen Turing-Maschinen (HP) sei
definiert durch Instanzen (y#z) mit z,y € ¥* und der Fragestellung: Ist = € dom(®})
fiir v :=ord(y) , oder anders formuliert: Hilt die Turing-Maschine M; auf Eingabe der
Zeichenkette z ¢

Um ein gewichtetes Problem mit der Sprache HP zu spezifizieren, benétigen wir noch
eine Rangfunktion.
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Diese sollte moglichst bosartig hinsichtlich des Med” -Mafles sein. Das heifit, sie sollte
ein schlechtes Median-Fehler-Verhalten provozieren. Folgendes Beispiel zeigt, daf es
nicht schwierig ist, eine besonderes gutmiitige Rangfunktion anzugeben.

Beispiel:
Fiir eine Sprache L € REC sei M; ein Akzeptor, welcher auch auf Fin-
gaben x ¢ L hélt. Nun definieren wir eine Rangfunktion ppice mit

ord(z) , falls ord(y) =7,

o0 sonst.

Y

pnice(y#z) = {

Falls nun ord(y) = j gilt, muf eine Maschine, die versucht HP auf Eingabe
(y#x) zu entscheiden, akzeptieren. Falls ord(y) # j, ist das Ausgabe- und
Laufzeitverhalten der Maschine fiir das Med” —Maf nicht von Belang. Es
geniigt also eine Maschine zu betrachten, die ohne Kenntnis der Eingabe
immer nur akzeptiert.

Also gilt (HP, ppice) € Med * DisTime(1,0).

Andererseits sollte die Rangfunktion nicht nur bosartig, sondern auch einfach sein. Fine
gute Wahl, wie sich gleich herausstellt, ist damit pgjag -

Definition 33
ord(z) , fallsy =z,

o0 sonst.

Y

pdiag(y#w) = {

Durch eine geschickte Modifikation des Diagonalisierungsarguments des klassischen Be-
weises zur Nicht-Berechenbarkeit von HP kann nun eine untere Schranke fiir das Med™ -
MaB bestimmt werden. Hierbei spielt die Haufigkeitsfunktion f; eine wichtige Rolle.
Diese beschreibt die Anzahl von Turing-Maschinen, die auf den gleichen Eingaben hal-
ten wie Maschine M; .

Theorem 17 Fs qilt fiir alle Zeitschranken T und fir alle Schranken a : IN — IN
mit ¥j 3l a(l) < f;(1), wobei f;(l):=|{i |i <! und dom(®}) = dom(®})}|,

(HP, pdiag) & Med* DisTime(T, a) .

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, daf

(HP, pdiag) € Med * DisTime(T', a)
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und dafl M eine Maschine fiir HP ist, welche beziiglich pgiae dieser Median-Fehler-
Schranke gentigt. Nun fithren wir die Notation M (z,3) := M (ord(i)#ord(j)) ein und
betrachten die Funktion
0, falls M(:,7) =0,
h(z) := { 1, falls M(7,4) nicht halt
oder M(i,1) = 1.

Offensichtlich ist h partiell rekursiv, da M als Turing-Maschine eine partiell rekur-
sive Funktion berechnet. Wir definieren A := {i | dom(®}) = dom(%)} als die Men-
ge aller Maschinen-Indizes mit gleicher Definitionsmenge wie h. Man beachte, daf

Vj 3l a(l) < fi(1)={i | i <lund i€ A}| gilt.

Wir werden nun nachweisen, dafl auf jede Eingabe (z#z) mit ord(z) € A die Maschine
M entweder niemals zum Halten kommt oder eine fehlerhafte Ausgabe erzeugt.

Sei also i € A und M(i,¢) halte.

1. Fall: M gibt 1 aus. Diese Ausgabe ist nur korrekt, wenn Maschine M; auf
Eingabe 1 halt.

Es gilt aber M;(i) halt genau dann, wenn h(¢) definiert ist, da ¢ € A. Anderer-
seits ist h(¢) nicht definiert, falls M(i,¢) = 1.

2. Fall: M gibt 0 aus. Diese Ausgabe ist korrekt, wenn Maschine M, auf Fingabe
¢ nicht hélt.

M;(7) halt genau dann nicht, wenn A(:) undefiniert ist.
Da M(i,7) =0 gilt, hat aber h(:) den Wert 0 und ist damit definiert.

Die Fallstudie zeigt, da} M auf all diesen Eingaben (i,7) mit ¢ € A nicht hélt oder
eine falsche Ausgabe produziert. Der Fehleranteil a wird spétestens iiberschritten,
wenn fiir 7 mit h = ®; gilt a(l) < f;(I). |

Man mag sich nun mit dieser unteren Schranke nicht zufrieden geben und auf einen
geschlossenen Ausdruck fiir @ dréangen. Hierbei ist zu bedenken, dafl @ sich hier in
Abhéangigkeit der Art der Aufzéhlung der Turing-Maschinen ergibt. Die Wahl der
Aufzéhlungsmethode beeinfluit offensichtlich die Med* -Schranke ziemlich stark.

Legen wir aber eine Standardaufzéhlung der Turing-Maschinen, die beispielsweise das
Ubergangsdiagramm als binédr kodierte Adjazensliste fithrt, so 1a8t sich fiir diese un-
schwer zeigen, dafl Vj f; = O(N) , was sofort impliziert

Korollar 17 Fiir eine geeignete Aufzihlung der Turing-Maschinen gilt fir alle Zeit-
schranken T

(HP, pdiag) & Med* DisTime(T, o(N)) .
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Viele nicht berechenbare Probleme sind strukturell verwandt mit dem Halteproblem,
so daf ahnliche Beweistechniken funktionieren werden. Der Beweis der Nichtberechen-
barkeit des Kolmogoroff-Komplexitatsproblems hat dagegen eine vollig andere
Struktur.

Die Kolmogoroff-Komplexitét hat in vielen Naturwissenschaften eine immense Bedeu-
tung. Fiir einen Uberblick tiber diese Materie sei an dieser Stelle auf [LiVi 93] verwiesen.

Am anschaulichsten erschliefit sich der Begriff der Kolmogoroft-KKomplexitiat aus der
Kenntnis von Komprimierungsverfahren. Diese Algorithmen sind in der Lage, grofle
Datenmengen, wie sie als Ausgaben von Programmen héufiger anfallen, injektiv so ab-
zubilden, daf ,in der Regel* die Ausgabe kleiner ist als die Eingabe. Diese Programme
funktionieren nur wenn redundante Information in den Eingabezeichenketten vorliegen;
wenn beispielsweise bestimmte Mengen von Zeichen haufiger vorkommen als andere.
Auf uniform zuféllig gewahlten Eingaben miissen sie mit hoher Wahrscheinlichkeit wie-
der eben so lange Eingaben produzieren.

Im theoretischen Model besteht die komprimierte Ausgabe nicht nur aus der kompri-
mierten Zeichenkette, sondern zusatzlich aus der Gédelnummer des dekomprimierenden
Programms. Dieses hat den Vorteil, dafl die Kolmogoroff-Komplexitét des Komprimie-
rungsverfahrens mitberiicksichtigt wird.

Im allgemeinen begniigt man sich bei der Untersuchung der Kolmogoroff-Komplexitat
mit der Groflenordnung der Komprimierung. Wir fragen hier aber explizit nach der
besten Komprimierung..

Definition 34 Das Kolmogoroff-Komplexititsproblem deterministischer Turing-Ma-
schinen (KCP) ist definiert durch die Instanz einer bindren Zeichenkette x und die
Aufgabenstellung: Berechne das kleinste Paar (y,z) mit Zeichenketten y,z € {0,1}7,
so daf fir die Turing-Maschine Maqq,) gilt: Mo (2) = 2.

Hierbei miissen wir noch spezifizieren, nach welcher Reihenfolge die Paare (y,z) ge-
ordnet sind. Zuerst setzen wir fiir die folgenden Untersuchungen eine totale Ordnung
voraus, die durch eine bijektive berechenbare Funktion ord, : ¥* x ¥* — INT beschrie-
ben wird. Fiir die folgenden Betrachtungen ist dabei noch die folgende Eigenschaft
wichtig. Fiir konstantes y soll die Ordnungszahl von (y,z) hochstens linear in der
Ordnungszahl von z wachsten. Eine solche Ordnung nennen wir halb-linear.

Definition 35 Fine Ordnungsfunktion ord, : ¥* x ¥* — IN heifst halb-linear genau
dann, wenn

Vye ¥ deeIN Vze¥r ordy(y, z) <c-ord(z) .
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Dies ist keine wesentliche Einschriankung, wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel:
Folgende drei Ordnungsrelationen sind halb-linear:

1. lexikographische Ordnung
Sei ¥ := {0,1,#}. Dann ordnen wir die Zeichenketten (y#z) lexi-

kographisch, nachdem sie in Gruppen von gleich langen Zeichenketten
vorliegen. Die resultierende Ordnungsfunktion werde ordjex genannt.
Fiir sie gilt:

ordiex(y, z) < 4-2WHeslvl. ord(2) .

2. teilweise verdoppelte Kodierung
Sei dop : {0,1}" — {0,1}" die Funktion, welche jedes Vorkom-
men eines Bits verdoppelt: dop(A) := A, fir b € {0,1} und
s € {0,1}" ist dop(bs) := bbdop(bs). Sei ordaop(y,z) die
Ordnungsfunktion, gegeben durch die Ordnungszahl der Kodierung
dop(y) 10 y z innerhalb des Wertebereichs {0,1}" \ {zo @1|zo €
{0}* und 2, € {1}*}. Hier gilt:

ordgoep(y,z) < 16 - 221l -ord(z) .

3. Kodierung mit Lingeninformation

Sei codiengtn (Y, z) = dop(bin(|y|)) 10 y z und ordiengtn , die zu-
gehorige Ordnungsfunktion. Dann gilt

ordjength(y,2) < 4- 2lul+logy] cord(z) .
Zur Klassifizierung der Median-Fehler-Komplexitét benétigen wir die Funktion &y .

Definition 36 [ir eine monoton zunehmende Funktion [ beschreibt die Funktion
k() die Anzahl der Zeichen z mit ord(z) <1, die sich kleiner als f(ord(z)) kom-

primieren lassen.
rf(l) = [{ord(z) < 1| ordx(KCP(z)) < f(ord(2))}/,

wobei ordy fiir eine berechenbare halb-lineare totale Ordnungsfunktion steht.

Diese Funktion ermoglicht aber auch Aussagen iiber die Anzahl komprimierbarer Zei-
chen in Teilmengen. So erweist sich fiir jede berechenbare Teilmenge A der Wert
r¢/.(|AS"]) fiir eine Konstante ¢ als untere Schranke jener Anzahl von Zeichenketten
z in AS? | die man kleiner als f(ord(z)) komprimieren kann.
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Lemma 19 Fir A € REC wund eine halb-lineare berechenbare Ordnungsfunktion
ordy : ¥* x ¥* — INT gilt

dee N Vo e ¥ |{z € AS" Jordy(KCP(2)) < f(ord(2))} > ry/(|ASY)) .

Beweis: Sei M ein Turing-Akzeptor fiir A. Dann berechne die Turing-Maschine Mj
auf Eingabe (y',z’) folgendes.

Zuerst simuliert sie Maschine M,.q(,) auf Eingabe 2. Sollte die Simulation termi-
nieren, sei ' das Resultat. Nun berechnet die Maschine fiir p := ord(z’) das p-te
Element aus der Menge A, indem sie in lexikographischer Reihenfolge fiir alle Zei-
chenketten so lange die Berechnungen von M ausfithrt, bis die Anzahl der aus A
gefundenen Elemente gleich p ist.

Seien ay,as,as... die lexikographisch angeordneten Elemente von A. Dann gibt es
eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle z € ¥* gilt:
ordy(KCP(tor(z))) < min ordg(ord[_l](k),ord[_l](ordg(y’, "))
(v',2"):Mg(y',2")==
< ¢- min orda(y', 2)

(v',2"):Mg(y',2")==
= c¢-ordy(KCP(z)) .

Somit gilt fiir alle z € ¥~

[{w < AS” [ ordy(KCP(w)) < f(ord(w))}]

d(w
= [{ord(z) < [A="] | ord2(KCP(dora(s))) < flord(dor(z))) |
< [ord(z) < |AS7| | ¢+ ordy(KCP(2)) < f(ord(dora())) |
< [{ord(z) < JAZT| | ¢ ordy(KCP(2)) < f(ord(2))}|
= ’if/c(|A< ) |

Bei der Wahl der Rangfunktion fiir das gewichtete Problem zeigt sich diesmal, dafl schon
die uniforme Rangfunktion (beziiglich einer halb-linearen Ordnungsfunktion) eine hohe
untere Median-Fehler-Schranke zur Folge hat.

Der Beweis der unteren Schranke setzt folgende Idee um. Wir versuchen der Turing-
Maschine moglichst viele Fehler oder langsame Laufzeiten nachzuweisen. Wenn die
Maschine innerhalb der zulédssigen Laufzeit Ausgaben langer als f produziert, schlieflen
wir gemafl Lemma 19, dafl ein bestimmter Anteil kleiner als f komprimierbar ist.
Fiir die untere Schranke kann man ungesehen annehmen, daf die Maschine sehr wohl
Ausgaben kleiner als f richtig und schnell berechnet. Der ausschlaggebene Fehleranteil
ergibt sich, wie eine Fallunterscheidung zeigt, fiir diese zu langen Ausgaben.

Die Funktionenklasse FMed*DisTime sei das Analogon zu der Sprachenklassen
Med * DisTime.
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Theorem 18 Fiir eine berechenbare, monoton zunehmende Funktion f < N wund fiir
alle Funktionen a : IN — IN mit

Ve 4l a(l) < kgl —rg(l))

qilt fiir das Kolmogoroff-Komplexititsproblem KCP beziiglich einer berechenbaren halb-
linearen Ordnungsfunktion ord und beliebigen Zeitschranken T

(KCP, ftuni) & FMed” DisTime(T, a) .

Beweis: Sei M eine Turing-Maschine mit einer zweistelligen Ausgabe. Fiir [ € IN und
z; € ¥* mit ord(z;) = definieren wir

A = {a <z | timey(2) < T(|z]) und ordy(M(x)) > f(ord(x))},
Ly = {x <z | timey(x) > T(|z])},

K = {o <z |ordy(M(z)) < flord(x))} ,

Fr = {x <z | M(x)+# KCP(x) oder timey () > T(|x])} .

All diese Mengen sind Teilmengen der Menge aller Zeichenketten mit uniformem Rang
kleiner oder gleich [. Die Menge A; beinhaltet alle Eingaben x, welche die Maschine
M zwar in Zeit T(|x|) berechnet, wobei aber diese Maschine eine Ausgabe M(x)
grofler alse f(ord(z)) generiert. Die Menge [; beschreibt alle Eingaben x, die M
nicht in T'(]z|) berechnet. In der Menge K sind alle Elemente, die M kleiner als f
zu komprimieren vorgibt.

Am interessantesten ist die Menge Fj. Sie beschreibt die Menge aller Eingaben, die
entweder zu langsam oder fehlerhaft bearbeitet werden.

Die Menge A :=J; A; ist berechenbar. Somit kann Lemma 19 angewendet werden und
fiir eine Teilmenge S; C A;, definiert als

S, = {x€ Al | orda(KCP(x)) < flord(x))}
oilt dann fiir eine Konstante ¢
1St 2> kgpe(l)
Nach der Definition von S; ist aber auch S; C Fj, und es gilt
(AN B =[S 2> k()

Betrachten wir nun die Menge K;NF;. Diese beinhaltet alle Eingaben, die Maschine M
richtig innerhalb der Zeitschranke T' berechnet, und deren Kolmogoroff-KKomplexitét
durch f beschdankt sind. Somit gilt gemaf der Definition 36

|[X7IHE| < /if(l) .
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Die Mengen A;, K; und [, stellen eine disjunkte Partition der Menge {z|z < z}
dar:

A+ K+ (L] =1
= |L|+|KinF| = [—|A|-|KNF|.

Fiir die Méchtigkeit von A; ergeben sich folgende Moglichkeiten:

1. |Al| Z l—/if(l).

Also ist die Anzahl |Fj| aller fehlerhaften oder zu langsamen Berechnungen von
M nach unten beschrinkt durch

1] = AN Bl > kp(lAl) > kgl —r4(0)
da k; monoton zunehmend ist.

2. |Al| S l—/if(l).
Fiir die Menge [} gilt nun

|Fl| |AlmFl|‘|‘|Ll|+|[XrlﬂFl|
wpe([Al) + [ L] + [ K 0 B
kpre(|Al]) + 11— [A] = |K 0 F|

wpre(|Al]) = [ Al + 1 —wg(l)

VAR

Y

Da ks — N monoton abnehmend ist, wird der letzte Ausdruck genau dann
minmal, wenn gilt |A;| =1 — k(). Das bedeutet fiir F;

[Er] = kgl = rp(1)) - i

Die untere Med™-Schranke ergibt sich somit in Abhédngigkeit der Funktion x;. Diese
ist nicht berechenbar, allerdings kann sie zum Beispiel fiir f = A'/c asymptotisch gut
abgeschétzt werden.

Lemma 20 Fir jede Konstante ¢ > 1 gilt
KN fe € @(N) .

Bewess:
1. kyye € OWN).
KCP ist eine injektive Abbildung von ¥* auf ¥*x¥*. Bei ordy : ¥*x¥* — IN\{0}
handelt es sich um eine surjektive Abbildung, da wir nur totale Ordnungen von
Paaren betrachten. Daher ist

—

/ij\//c(l) < -

9
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2. Ky € QN

Wir beweisen diese untere Schranke, indem wir zeigen, daf} fiir ein festes y’ linear
oft eine Eingabe 2 als (y',w) komprimiert werden kann, so dafi Moqqn(w) = =
und ¢ - ordy(y’,w) < ord(x) gilt; das heifit also

Ve>1 dug,y€¥*, d>1 Vo> uag

Hz<a|e- min  ordy(y’,w) < ord(2)}] .

wiMorg(y) (w)=2
Diese Figenschaft ist keine harte Auflage fiir eine einigermaflen effektive Kom-

primierungsstrategie. Das folgende Beispiel zeigt einen sehr simplen Komprimie-
rungsalgorithmus, der hierfiir schon ausreicht.

Daraus folgt dann iy, >1 VI >, KN fe > L

C

Beispiel:

Auf Eingabe w = ord[_l](ordlength(e,v)) berechnet Algorithmus M, die

Ausgabe z = 11---1 wv. Dabei ist ordiengn die auf Seite 110 definierte,
ord(e)—mal

halb-lineare rekursive Ordnungsfunktion. Fiir ¢y’ mit ord(y’) = k& und eine

geeignete Konstante ¢ gilt dann fiir den Komprimierungsfaktor

ord(z) < ord (1)
ordy(y',w) — ¢ -ord(w)
ord (1)
¢ - ordjengin(€, v)

gord(e) ord(v)

>

>
— A - 2leHloglel . ord(v)
> b gord(e)-le|-loglel
- Al
Sel ey € X* nun so gewahlt, dafl Ve > eq % > ¢. Dann koénnen

alle Zeichenketten, die mit 1™, fiir mo := ord(eg) beginnen, um den
gewiinschten Faktor ¢ komprimiert werden. Die Anzahl dieser Zeichenket-
ten innerhalb von {z | ord(z) <[} betrdgt mindestens {IEIL’"OJ

Wihlen wir in Theorem 18 f = A//c, erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 18 Fiir alle Zeitschranken T gilt

(KCP, ptuni) € FMed” DisTime(T, o(N)) .
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Das Resumee der Betrachtung dieser beiden gewichteten Probleme (HP, pging) und
(KCP, ftuni) ist, dafl unsere optimistischen Erwartungen hinsichtlich Med * Dis P ent-
tauscht wurden.

Sie verursachen fiir alle Zeitschranken einen extrem starken Anteil von Fehlern oder
Laufzeit-Uberschreitungen. Denn jeder Algorithmus, der eine mit der Problemgrofe
m zunehmenden Anzahl b(m) (einzige Bedinung b € w(1)) von Testeingaben aus
{z | p(x) < m} erhdlt, wird fiir ein gentigend grofles m mit mehr als 50-prozentiger
Sicherheit einmal jede berechenbare Zeitschranke iiberschreiten oder einen Fehler pro-
duzieren (bei uniformer Auswahl der Testeingaben).

So gesehen bleiben das Halteproblem HP und das Kolmogoroff-Komplexitétsproblem
KCP nicht berechenbar.
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Kapitel 6

Reduktionen

6.1 Dominante Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Nachdem in den drei vorherigen Kapiteln Komplexitatsklassen im Vordergrund stan-
den, wenden wir uns jetzt noch einmal gewichteten Funktionen (¢,p) mit ¢: ¥* — IN
und Rangfunktion p zu.

Av(T)
Wie im Kapitel 2 stellen wir die Frage: Wenn (¢1,p1) € { Eav(7) gilt, was folgt
Med(T, a)
dann fiir (¢2,p2) beziiglich des Av-, Eav- oder Med-MaBles? Im Kapitel 2 setzten wir
p1 = p2. Nun untersuchen wir den Fall ¢; =5 und p; # ps.

Motiviert ist diese Betrachtung durch die Suche nach polynomiell zeit-beschrankten
Reduktionen zwischen gewichteten Problemen. Zwar waren bislang schon polynomiell
zeit-beschrankte average-Reduktionen bekannt, allerdings galten diese nur fiir Levins
Maf} average on polynomial. Fiir den Erwartungswert waren bisher solche Reduktionen
nicht bekannt.

Nun unterscheidet sich das Av-Mafl wegen der zusédtzlichen Prézision ganz entschieden
von der Notation average on polynomial. Eine direkte Ubertragung scheitert schon an
diesen formalen Griinden. Jedoch zeigt sich, daff die von Leonid Levin, Yuri Gurevich,
Ben-David et al. [Levin 86, Gure 91a, Gure 91b, BCGL 89] vorgestellten Ideen sich
auch auf diese neuartigen Mafle Av, Eav und Med anwenden lassen. Die immanente
Prézision dieser Mafle 1a83t nun sogar zu, die Auswirkungen wesentlich genauer und
allgemeiner zu untersuchen.

Ein fundamentales Konzept im Bereich der Reduktionen von gewichteten Problemen ist
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das Prinzip der Dominanz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, wie folgendes Beispiel
belegt.

Beispiel:

Wir betrachten eine beliebige Funktion ¢ : IN — IN, die uniforme Rang-
funktion rank,,; fiir bindre Zeichenketten und die Rangfunktion ppay
definiert mittels der Sprache Lp, der binaren Palindrome

2. |LPalS$| + 1 , falls x € LPal )

PPali(iB) = {

2 |Lpa SI| \ sonst .

Nun gilt fiir alle z € {0,1}"
praii(z) < 2- rankyn ()45 .

Betrachtet man jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilungen hinter den Rang-
funktionen, so bedeutet dies, dal die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zeichen-
kette x beziiglich der uniformen Verteilung dominiert wird von der zu
prai korrespondierenden Wahrscheinlichkeit, da der Rang ppai(z) kleiner
ist als 2+ rankyn (x) + 5.

Wiiiten wir nur das tiber die Rangfunktionen und bliebe ¢ weiter im Dun-
keln, so lieBen sich immerhin folgende Aussagen treffen (wie wir spéter in
Lemma 21 und 22 allgemeiner beweisen werden)

(t, pPali) € Med (Nz, \/N) — (t, Muni) € Med (Nz, vV 2N + 5) 5
(t, pPali) € AV(NQ) — (t, Muni) € AV(@(N6)) 5
(¢, ppati) € Eav(N -logN) = (¢, puni) € Eav(O(N?-logN)) .

Scheinbar bleiben hier polynomielle Schranken erhalten. Betrachten wir nun
die Dominanz in der anderen Richtung. Hier gilt

rankuni () < ppai()?
Der Schluf}, daf§ diese Bedingung &hnliche Aussagen fiir beliebiges ¢ zur

Folge hat, wére falsch.
Betrachten wir einmal (¢, ptuni) € Med (Nz, \/N) und rufen uns in Er-

innerung, daf} hier ¢ ,praktisch® nie quadratische Laufzeit iiberschreitet.
Dies gilt zum Beispiel auch fiir die folgende Funktion ¢ definiert als

Hz) = { exp(|z|), falls v € Lpa ,

||, sonst .
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Betrachtet man nun das Paar (t, ppai), so ergibt sich
(t”OPali) Q/ Med (POL,N/Q — O(l)) .

Der Anteil nicht polynomieller Laufzeiten hat sich auf die Hélfte aller Ein-
gaben vergrofert.

Alle drei Durchschnittsmafle Av, Eav und Med besitzen allgemeine Formeln, um be-
liebige Dominanzeigenschaften in den Zeit- oder gegebenenfalls Haufigkeitsschranken
widerzuspiegeln. Das Median-Maf} sticht hierbei durch die einfachste und straffeste
Beziehung hervor.

Lemma 21 Fir eine monoton zunehmende Funktion f:IN — IN wund fir Rangfunk-
tionen p1, pe mit pa(x) < f(pi(x)) gilt

(t,p2) € Med(T,a) = (t,p1) € Med(T,ao f) .

Beweis: Nehmen wir an, dafl (¢,p1) € Med(T,a o f). Dann existiert ein [ € IN mit

{z e X5 t(x) > T(J2))}| > a(f(1)) -
Nun ist

{z [ pa(e) < f(I) und t(x) > T(|z])}] = K [ po(2) < Tund i(z) > T(le])}]
da die Implikation pi(z) <1 = pa(x) < f(I) gilt.

Somit gilt fiir [ := f(I) die gewiinschte Beziehung

(o | pale) < T und t(x) > T2} > ali) . .

Die allgemeinen Dominanzsétze des Av- und des Fav-Mafles sind komplexer und aufler-
dem eingeschrankt auf Rangfunktionen mit pi(x) < g(|2|) und pa(x) < pi(x)- f(]x|)
fiir Funktionen f,g:IN — IN. Hatten wir allein die Bedingung pi(2) < f(pa(2)), so
kénnten wir keine sinnvolle Beziehung folgern. Um die Relation méglichst genau zu for-
mulieren, wird eine beliebige Funktion ¢ : IN — IN eingefiihrt, deren Kehrwert-Summe

konvergiert:
=1
Y — < 1.
=0 Q(l)
Dabei verbessern sich die nun folgenden Aussagen, je langsamer ¢ asymptotisch zu-

nimmt. Eine mogliche Wahl ist ¢ € ©(N?), besser ist dagegen ¢ € O(N -log” N') oder
gar ¢ € O(N -log NV - llog’\).
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Lemma 22 Fir streng monoton zunehmende Funktionen f,qg:IN — IN gelte

Weiter sei q : IN — IN eine Funktion, so daf q/N monoton zunehmend ist und
S L <1 gilt. Hieraus folgt

=1 q(7)

(t,p2) € Eav(T) = (t,p1) € EaV(T - f- M) \

(t,p2) € AV(T) = (t,pl)EAv(To f-N-ﬂgﬂ)o(Q-N)).

Beweis:

1) (t,p2) € Eav(T) = (t,p1) € Eav (T f- %)

Sei t: ¥* — IN eine Funktion und p, eine Rangfunktion, so dal (¢,p2) € Eav (7).
Nach der Definition von Eav gilt dann fiir alle monotonen Transformationen m von
f2 mit rank,, = p; die Ungleichung

xr

Insbesondere gibt es eine monotone Transformation m fiir ps, so dafi m(pse(z)) =
q(p;(x)) , da ¢ monoton zunehmend und >77,; ﬁ < 1. Also gilt

t(x)
2 o) T = b

Um zu beweisen, dafl unter den oben angegeben Pramissen (¢, p;) € Eav (T - f- —)
gilt, betrachten wir fiir alle [

Hz) - gllz) 1a).
L TN T o] =22y T D) 4
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2.) (t,p2) e AV(T) = (t,,ol)EAV(To(f-N-ﬂgQ)o(Z-N))

Sei (t,p2) € Av(T) , dann gilt nach Definition von Av fiir alle monotonen Transfor-
mationen m von p; mit rank,, = p;

Tt (2
S i) <
- |z]
Auch hier gibt es eine monotone Transformation m fiir gz mit m(uz(x)) = q(p;(w)) :
Also gilt
[-1]
1)

= 4(pa(2)) - J|

Wir definieren h(n) :=n - f(n) - Jﬂnﬁ)ll und g(n) := T(h(n)). Mit Hilfe dieser Funk-
tionen werde Y* unterteilt in die I\/Fengen X; und X,:
Xy o= Az () < g(l=]}
Xy = Az | t(x) > g(lz)} -
Nach Korollar 1 geniigt es zu zeigen, daf} fiir alle [
[-1]
S

nm< 7l

Es gilt fiir # € X; nach Definition der Umkehrfunktion ¢l=(¢(z)) < |z|. Also gilt fiir
alle [

ng Zlgl_

z
r€X1NX5! | | r€X1NX5!

Da h monoton zunehmend ist, gilt fiir = € X, folgendes.

m@giigﬁﬂ'—-m%;;L—é%Jﬁ'ﬁ 2 T e
= Z;”|jd§?25$$)”;§§“
<t ¥ Tl
Fie pallel) < 0+ f(le]) gilt 2L < 1
: l'm(x)%;mxn% = i

Wiéhlen wir fiir dieses Lemma f € POL und g € exp(POL) und fiir Lemma 21
f € (N -PLOG), so ergibt sich die Dominanz-Bedingung fiir polynomielle Schranken.



122 KAPITEL 6. REDUKTIONEN

Korollar 19 Seien py, ps, ps und py Rangfunktionen, die den Bedingungen

p1 € POL-describable ,
pa(e) < prle)- Pol(fe) und
pa(z) < pa(x) - PLog(ps(x))

gentigen. Dann gelten folgende Implikationen.

(t,p2) € Av(POL) = (t,p1) € Av(POL) ,
(t,p2) € Eav(POL) = (t,p1) € Eav(POL) ,
(t.ps) € Med (POL, =) = (t,p5) € Med(POL, =) .

9 logw(l) 9 logw(l)

6.2 Reduktionen gewichteter Probleme

Eine polynomiell zeit-beschrankte Reduktion R : ¥* — ¥* von Sprache [y auf Spra-
che Ly muf folgenden Bedingungen geniigen

l. 2 € L1 < R(z) € Ly,

2. timeR(:L') < P01(|$|),

wobei timeg die Laufzeit einer Turing-Maschine bezeichnet, die R berechnet. Wir kon-
zentrieren uns dabei auf den Spezialfall injektiver Reduktionen. Nun bestehen gewich-
tete Probleme aus einer Sprache und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir wissen
mittlerweile aber auch, daf} die Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung entscheidend
die Komplexitdt des dazugehorigen Problems beeinflufit. Deswegen miissen wir noch
eine Relation zwischen den beiden Verteilungen der zu reduzierenden Probleme finden.

Am einfachsten ist es wohl fiir die Probleme P, := (Ly,p1) und Py := (Lg,u2), die
Wahrscheinlichkeit po als die Wahrscheinlichkeit von p; an der reduzierten Stelle zu
definieren:

3. pa(e) = m(R(z)) .

Ubertrigt man diese Uberlegung auf die fiir uns viel interessanteren Rangfunktionen
p1 und py, konnte man eine Reduktion fiir gewichtete Probleme folgendermafien defi-
nieren:

Ein gewichtetes Problem P; := (Li,p1) kann auf ein gewichtetes Problem P, :=
(L2, p2) in polynomieller Zeit reduziert werden, wenn gilt
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l. 2 € L1 < R(z) € Ly,

2. timeg(z) < Pol(|z|),
3. p2(x) = pi(R(x)) .

Machen diese Reduktionen beziiglich der Durchschnittsmafle Eav, Av und Med aber
auch Sinn?

Fiir das Eav-Ma8 ist dies genau dann der Fall, wenn aus ,, P, kann auf P, reduziert

werden® und aus ,, P, € FavDis P © folgt ,, P, € EavDisP .

Dieses ist aber nicht selbstverstandlich. Schliellich hatten wir bereits fiir polynomiell
zeit-beschrankte Simulationen im Eav-Mafl Gegenbeispiele, die uns sogar veranlafiten,
das Av-Maf als Alternative zu betrachten.

Bevor wir spéter auf gewichtete Probleme zuriickkommen, betrachten wir zuerst wieder
Paare (¢,p) mit Funktion ¢ : ¥* — ¥* und Rangfunktion p. Stehe hier ¢ fiir die
Zeitfunktion des Problems P, .

Damit P; auf P, wie oben skizziert reduziert werden kann, muf} die entsprechende
Zeitfunktion t(R) 4 timer des Problems P, betrachtet werden. timep ist hier der
Aufwand fiir die Reduktion. Diesen kénnen wir nach dem, was wir iiber average- und
Median-MafBle mittlerweile wissen, getrost vernachléssigen, wenn die Reduktion den
entsprechenden polynomiellen Zeitbeschrankungen geniigt.

Die obige Frage kann also vereinfacht werden zu der Fragestellung: Gilt die Implikation

(t,p) € Eav (POL) und |R(z)| < Pol(|z|]) = (toR,poR) € Eav(POL) ?
Dafiir wiirde es gentiigen, die beiden Summen folgendermaflen gegeneinander abzuschét-
zen
s M) g U
o< Bl i@ Talle])

Dies ist tatsdchlich im allgemeinen méglich, wenn |R(z)| < h(|z|) und To =Ty oh.

Man kann sogar zeigen, daf} diese Reduktion fiir alle drei Durchschnittsmafie Sinn
macht. Diese Figenschaft 1a8t sich fiir das Median-Mafl noch relativ einfach belegen. Die
Eigenschaft |R(x)| < h(]z|) kann hier durch die Median-Beschrankung (|R|,po R) €

Med (h,aq) verallgemeinert werden.

Lemma 23 Sei R: X" — Y* eine injektive Funktion mit
(|R|,po R) € Med(h,a1) ,
wobei h : IN — IN eine Komplexititsschranke ist. Dann gilt die Implikation
(t,p) € Med(T,a2) = (toR,poR) € Eav(T oh,a; + as) .
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Beweis: Wir betrachten fur alle [ € IN

{e € Xgr [ t(R(2) > T(h(|e])}| [{or € XZp | #(R(x) > T(IR(x))}H +a(l)

<
< Hee X3 ) > T(leD}H + a(l)
<

ar (1) + as(l
(1) + a2(l) .

Uberraschenderweise bleiben Reduktionen als wichtiges komplexitatstheoretisches Werk-
zeug im dem Erwartungswert nahen Eav-Maf erhalten.

Lemma 24 Sei R:Y* — X* eine injektive Funktion mit
[R(x)] < h(]z]),

wobei h: IN — IN eine Komplexititsschranke ist. Dann gult

(t,p) € Eav(T) = (toR,poR) € Eav(Toh).

Beweis: Wir betrachten fiir alle [

DRI SR L. N i I E

o< ThUD) =i TURD 5% T

Das Av-Maf} hat auch die Méglichkeit solcher Reduktionen. Leider verkompliziert die
Definition von Av mittels der Umkehrfunktion den entsprechenden Beweis.

Lemma 25 Sei R:Y* — Y* emne injektive Funktion mit

[B(2)] < h(lz])

wobei h : IN = IN eine Funktion mit der Eigenschaft N /b= monoton zunehmend
ist. Dann folgt

(t,p) € AV(T) = (toR,poR)eAv(Toho(2-N+1)).

Beweis: Wir unterteilen XPSOIR in die Mengen X; und X,.

X = {e € XZn| UR() < T(h(e]))}
>T

Xy = {r e Xgp | H(R(2) > T(h(|«])} .
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Nun betrachten wir fiir alle [

(1] (7l-1] .

poR

IA

IA

1
< sty 3y e

Dabei gilt HENEEIERE)) o« TR @) , da A'/RI=1 monoton zunehmend ist und

B = T )]
()| ()] TEI(T (h(]2]))
| 7 RENA(fe)) T REITET (A(]2)))))

Die oben benutzte Ungleichung ¢(R(x)) > T(h(|z|)) gilt, da T/ (A1 o T mo-

noton zunehmend ist und es gilt

IA

[-1](pl=1] [-1]
., MITTRE) o TT(R(E)))
] ()]
Die letzten beiden Lemmata hatten beide die Forderung [ |
|B(x)] < h(lz]) .

Damit unterliegt die Reduktion einer worst-case-Bedingung. Die entsprechende Bedin-
gung in Lemma 23 war wesentlich freizligiger gegeben durch

(|IR],po R) € Med(h,ay) .

Ziel sollte es aber sein, timer und damit |R| im average mit dieser Funktion A zu
beschranken mit

(|R|,po R) € Eav(h) oder Av(h) .

Nun finden sich fiir das Eav-Mafl Gegenbeispiele, die den Finsatz echter average-
Reduktionen zwischen gewichteten Problemen verhindern. Jedoch gelingt es uns zu
zeigen, dafl im Av-Maf} diese ihren Platz haben.
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Lemma 26 Sei R:YX* — X* eine injektive Funktion mit
(|E],po R) € Av(h) ,

wobet fir die Funktion h : IN — IN dze Funktion N /A=Y monoton zunehmend ist.
Zusdtzlich definieren wir G = T o —] o TN wund ¢ := G, Falls g monoton
zunehmend ist, gilt

(t,p) € Av(T) und (|R|,po R) € Av(h) =
(toR,poR)€ Av(goToho(3-N+2)).

Beweis:
Wir unterteilen XPSOIR in die vier Mengen X;, X5, X3 und Xj:

Xy = {e € XZg [H(R(2)) < g(T(|R(2)])) und |R(x)| < h(|2])} ,

Xy = {o € Xgp [H(R(2)) > g(T(|R(2)])) und |R(x)] < h(Jx])}

Xs = {ee XZg[H(B(2) < g(T(|R(2)])) und |R(x)] > h(lz])} .

Xy = {r € Xy | ((R@)) > o(T(R()))) und [R(@) > (]}
Wir beweisen jetzt mittels dieser Unterteilung, dafl in der Summe

(goToh)N(t(R(x)))
>
p(R(z))<l ||

jeder Summenterm nach oben beschrankt ist durch entweder 1 , w oder

TR (R(x)))
| B(2)]

folgt sofort.

. Damit ist die Summe hochstens 3 -1, und die gewiinschte Implikation

Fiir alle z gilt, da G :=T o ] o T und ¢:= G,

_ _ _ - T (¢ (R(x)))
PTG R@)) A (e )

]

Also ergibt sich fiir alle Zeichenketten, da ¢l=1 < A/,

1. fir l’EXl
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2. fir z € X,
RN (R(2))))) RN (R(2))))
2| - ||
o IR (R@)) T (R(x)))
= h(|z]) - | B(x)]
3. fur =z € X5
KT (g0 R(2)))) R R()))
|| N 2]
4. fur =z € X4
t(R(x)) > g(T(|R(x)])))
— TG (R(2))) > |R(2)]
— T To R oTtotoRox > |R(2)]
T (R(2)))
. h[—”(T[‘T(F(R(w)))) < T[‘lig((b;('@))
AT G (R(2)))) _ TE(H(R()))
e 2| = | ()|

6.3 Polynomial-Zeit-Reduktionen

Nachdem wir uns die Reduktionen der gewichteten Probleme fiir alle drei Durch-
schnittsmafle erarbeitet haben, kombinieren wir diese mit der Dominanz der Rang-
funktionen und erhalten so eine grofle Bandbreite an zuldssigen Polynomial-Zeit-Re-
duktionen.

Dabei orientiert sich die worst-case-Reduktion (wc) an der eingangs vorgestellten
Reduktion. Jede we-Reduktion ist auch eine average-case-Reduktion (ac). Hierbei
wird die Zeit fiir die Reduktion polynomiell beziiglich des Av-Mafles beschrankt.

Andererseits kann eine we-Reduktion auch zu einer median-case-Reduktion (mc)
verallgemeinert werden. Hier wird nur noch verlangt, daf} die Zeit fiir die Berechnung

der Reduktion im Median beschrankt wird durch Med (POL L)

9 logw(l)

Erlaubt man der Reduktion hier auch fehlerhafte Abbildungen, so erhélt man die
median-error-Reduktion (me).
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Definition 37 Fine injektive Funktion R :Y* — Y% ist eine gewichtete h-Polyno-
mial-Zeit-Reduktion, wobei h € {we,ac, mc, me},

P < By

des gewichteten Problems Py := (L1,p1) auf das gewichtete Problem Py := (L, p2),
falls folgende Bedingungen eingehalten werden.

1. z€ly < R(x)€eL,.

2. Es eaistiert eine Turing-Maschine M , die R berechnet, falls h € {wc,ac, mc} .
Zusdtzlich geniigt M (und R ) der folgenden Zeit-Beschrinkung.

we: timeys st polynomiell beschrinkt,
ac: (timeys, p1) € Av(POL)
mc: (timep, p1) € Med (POL L) ,

9 logw(l)

me: (timey gr,p1) € Med (POL L)

9 logw(l)

3. Dominanz: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ps wird von py dominiert.

we.ac: pa(R(x)) < p(a) - Pol(fa]) |
meme: po(R(z)) < pife) - plog(pi(x)) - Pol(|R(x)]) -

Das folgende Theorem zeigt nun die Anwendungsmoglichkeiten der we-, ac-, me und
me-Reduktionen. Um fiir die average-Mafle einen sinnvollen Reduktionsbegriff zu er-
halten mufl gemafl Lemma 22 zuséatzlich die Eigenschaft

p2,pa € POL—describable

gelten. Nun sind nach Proposition 5 alle gdngigen polynomiell berechenbaren Klas-
sen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen POL—sampleable, POL —computable und
POL —rankable Teilmengen von POL —describable. Somit handelt es sich hier um kei-
ne eigentliche Einschrankung.

Theorem 19 Fir Py := (Ls,ps), Pi:= (L4, ps) mit ps,ps € POL—describable gilt

P, <wec¢ P, und P; € EavDisP — P, € EavDisP ,
Py <ac Py und P, € AvDisP — P; € AvDisP ,
Py <me¢ Ps und Ps € MedDisP — Ps; € MedDisP ,
Pr <imme FPs und Ps € Med*DisP =— P, € Med*DisP .
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Beweis: Durch direkte Anwendung des Korollars 19, der Lemmata 23, 24 und 26 auf
die Definition 37 unter Beriicksichtigung der in Kapitel 2 beschriebenen Eigenschaften
in den Lemmata 3, 8 und Korollar 5. |

Auf diese Weise erhilt jede polynomiell beschréankte Komplexitétsklasse ihre eigene Re-
duktion. Dabei ist die we-Reduktion eine Finschrénkung der ac-Reduktion, wie auch
die mceReduktion eine eingeschriankte me-Reduktion ist. Ist die Reduktion honest, das
heifit Pol(|R(x)|) > |x|, ist die restriktive we-Reduktion ein Spezialfall aller vorgestell-
ten Reduktionsarten.

Es liegt auf der Hand, dafl wegen der Unvergleichbarkeit der polynomiellen average-
Klassen mit den Median-Klassen auch die ac-Reduktion weder ein Spezialfall noch eine
Verallgemeinerung einer mc- oder me-Reduktion ist.



130 KAPITEL 6. REDUKTIONEN



Kapitel 7

Dis NP und Vollstandigkeit

Wenn wir von Rangfunktionen sprechen, meinen wir in diesem Kapitel nur injektive
Funktionen. Dies schrinkt die zu erwartenden Ergebnisse kaum ein. Wie in Korollar 2
kann man zeigen, dafl Probleme ihr average- und Median-Zeitverhalten nicht verdndern,
wenn man die Rangfunktion in eine injektive Funktion abwandelt. Somit umfafit die
Menge POL-rankable nun die Menge aller in polynomieller Zeit berechenbaren injek-
tiven Rangfunktionen.

7.1 DisNP

Der Dualismus von P und NP ist nun schon seit fast einem Vierteljahrhundert das
Diskussionsthema innerhalb der gesamten Informatik. Die vielen wichtigen Aspekte,
die eine Reihe von angesehnster Wissenschaftler bis heute untersucht haben, kénnen
hier nicht abgehandelt werden.

Wir wollen uns nun fragen, wie die d&quivalente Fragestellung in unseren Durchschnitts-
maBen lautet. Die erste Beobachtung ist, daBl wir AP in eine gewichtete Komple-
xitatsklasse tibersetzen miissen. Es sollen aber nicht beliebige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen angegliedert werden, denn wir haben bereits gesehen, dafl zu komplexe
Verteilungen wieder nur zu einer klassischen worst-case-Betrachtung fithren. Wir de-
finieren deswegen Dis NP (distributional NP) als die Kombination von NP
und POL-rankable.

Definition 38

DisNP := NP xPOL-rankable = {(L,u)|L € NP und p € POL-rankable} .

131
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Das letzte Kapitel hat uns Reduktionen fiir gewichtete Problemklassen gezeigt. Dies
veranlaBt uns jetzt, auch die Teilklasse von Dis NP aus vollstandigen gewichteten
Problemen zu definieren. Dabei ist zu beachten, dafl wir vier verschiedene Reduktions-
typen zur Verfiigung stehen: we, ac, mc und me.

Definition 39 FEin gewichtetes Problem Py ist in der Komplexititsklasse DisN P Cye
DisNPC,. , DisNPC. oder DisNPCp,. der Dis NP -vollstindigen Proble-

me beziiglich Reduktionen von Typ h € {wc, ac, mc, me} gdw.

P1 € DISNP,
VPQEDISNP P2 Sh Pl.

In der klassischen worst-case-Komplexititstheorie gelang es, tausende von NP -Pro-
blemen als NP -vollstindig zu charakterisieren. Hitte ein einziges P -Problem als
NP —vollstandig dargestellt werden konnen, hitte dies weitreichende Folgen gehabt:

NPC NP 40 = P =NP.

Fiir die gewichteten Komplexitétsklassen gelten analoge Implikationen.

Korollar 20

EavDisP N DisNPCwe #0 = DisNP C EavDisP C AvDisP ,
AvDisP N DisNPCac #0 = DisN'P C AvDisP ,

MedDisP N DisNPCme #0 = DisNP C MedDisP C Med*DisP ,

EavDisP N DisNPCme #0 = DisNP C Med*DisP .

Beweis: folgt direkt aus der Definition und Theorem 19 im vorherigen Kapitel. |

Wie sehen Dis NP -vollstindige Probleme aus? Die naheliegende Vermutung, eine
Kombination eines NP -vollstindigen Problems mit einer méglichst einfachen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung wiirde das gewiinschte Ergebnis liefern, erweist sich als irre-
fiihrend, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel:
Wir betrachten das Erfiillbarkeitsproblem Boolescher Funktionen
(SAT- satisfiability problem).

Die Boolesche Formel wird mit dem Zeichensatz g, := {0,1,-,V,A}
kodiert. Alle Boolesche Formeln sind in konjunktiver Normalform gegeben:

(o V T1o V 1) A (21 V 2110) A (22 V 20)
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Die Umsetzung der Klammern ist nicht notwendig. Auch werden fiir die
Variablen nur die Indizes als bindre Zeichenketten gesetzt. Wir schreiben
also fiir obige Formel einfach

0V =110 vI A1V 110 A VO.

Wir wollen SAT im Zusammenhang mit der uniformen Wahrscheinlichkeits-
verteilung betrachten. Kommt dann beispielsweise 0—1 oder 0—1-— vor,
so interpretieren wir es als die negierte Variable Ty .

Betrachtet man worst-case-Laufzeiten, sind solche Fragen der Kodierung
weniger wichtig, solange es sich nur die Eingabeldange hochstens polynomiell
verdndert. Hier sind sie aber essentiell.

Wird dieses Problem (SAT, ftuni) nun einer average-case-Analyse unterzo-
gen, stellt man fest, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir « ¢ SAT sehr hoch ist.
SchlieBlich impliziert das Vorkommen der Zeichenfolge A—=0 A OA, die als
...\ Tg AN xo A... interpretiert wird, dafl die zugehorige Formel nicht
mehr erfullbar ist. Die Wahrscheinlichkeit dieser Zeichenkette ist lokal 5% .
Damit 1st die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens ein Vorkommen in einer

n/6
Zeichenkette der Lange n grofler als 1 — (565?) / . Zeichenketten solcher

Form sind andererseits in linearer Zeit erkennbar.

Fiir eine Boolesche Formel der Kodierungslénge n mit m Variablen kann
aber eine deterministische Turing-Maschine in O(n*-expm) Schritten ent-
scheiden, ob sie erfiillbar ist. Dies kann dadurch geschehen, daf jede mogli-
che Belegung der Formel eingesetzt wird. Da m < @ ergibt sich folgende
Analyse fiir eine Konstante ¢ < 1 (unter Benutzung des Median-Mafles

und Theorem 3).
: 5 N
SAT € DTime|[N? -exp| —— und
log N/

(SAT, ptuni) €  MedDisTime(N, N°)
—> (SAT, ptuni) € EavDisP .

Also ist (SAT, ftyni) im Erwartungswert effizient berechenbar. Eine Cha-
rakterisierung als vollstdndiges gewichtetes Problem ist dagegen nicht in

Sicht.

7.2 Ein vollstindiges Problem

Als Sprache wahlen wir hierzu das beschrankte Halteproblem nicht-determini-
stischer Turing-Maschinen NBH.
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Definition 40 Das beschrinkte Halteproblem NBH fiir nicht-deterministische Tu-
ring-Maschinen M; beschreibt die Sprache NBH C {0,1}"

NBH := {(201°0%) | timeps(z) <t} .
Als geeignete Verteilung wird sich die folgende herausstellen

Definition 41
ord(z # bin(¢) # bin(s)) falls w = x01'0°,

o0 sonst.

pusr(w) = {

Die Ordnungsrelation ord(a#bftc) fiir a,b,c € ¥* sollte dabei in linearer Zeit bere-
chenbar sein, und fiir eine Konstante k£ und eine beliebige totale Funktion f sollte

gelten
ord(a#bftc) < ord(a)-ord(b)" - flord(c)) .

Eine mogliche Realisation ware zum Beispiel

ord(codiengen(¢, (codiength(b, @))))

wobei codiength bereits auf Seite 110 beschrieben wurde. Damit ist die Rangfunktion in
linearer Zeit berechenbar. Das gewichtete Problem (NBH, pypg) ist Dis NP vollstandig
beziiglich Reduktionen vom Typ we. Die folgende Reduktion benutzt eine von Levins
Techniken beziiglich anderer Berechenbarkeitsbeschrankungen von Verteilungen (siehe

[Levin 86, Gure 91b]).

Theorem 20
(NBH7 pl\IBH) € DISNPCWC N DlSNPCmC

Beweis: Sei (L,p) € Dis NP | wobei p eine Rangfunktion ist. Sei M eine nicht-
deterministische Turing-Maschine, die Elemente in L in polynomieller Zeit ¢(|z|) ak-
zeptiert. Falls « & L, gibt es keine haltende Berechnung von M .

Wir betrachten nun eine nicht-deterministische Maschine M; , die sich aus der Kenntnis
von p folgendermafien ergibt.

M; berechnet auf Eingabe ba, fir b€ {0,1} und x € ¥*:

Mi(be) = {:1; falls b=1,

y , sonst, wobei p(y) = ord(x) .
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Es ist nicht schwer einzusehen, dal M; polynomiell zeit-beschrinkt ist. Sei p ein
entsprechendes zeit-beschrankendes Polynom.

Nun definieren wir die Reduktion R durch

R(z) = 120 120D 07 falls p(x) > ord(x) ,
700 ord=U(p(x)) 0 1707) 0/ | sonst .

R ist eine we-Reduktion von (L, p) auf (NBH, pygg), denn es gilt

l. x€ L < R(x)€NBH,
2. R ist in polynomieller Zeit berechenbar ,

3. die Dominanzbedingung:

7u beweisen ist hier

puea(f2(x)) < Pol([z]) - p(x) .
Betrachten wir die beiden Falle

(a) ple) > ord(x):

pusa( R(2)) < puma(1 @ 0 17050 07)
= ord(x # bin(p(|z|)) # bin(y))
< ord(z) - p(|lz))* - f(5)

(b) p(e) < ord(x):

pusa(R(x)) < pupu(0 ord™(p(x)) 0 170D ¢7)
= ord(ord™(p(x)) # bin(p(|z|)) # bin(j))
< pla)-p(lz)* - f(5) -

Offensichtlich erfilllt R die Eigenschaft einer we-Reduktion, und somit auch die
einer ac-Reduktion.

Da |R(x)| > p(|z|) , handelt es sich bei R auch um eine mec-Reduktion, also auch
me-Reduktion.

Die Sprache NBH ist mit dieser Eigenschaft kein Unikum. Praktisch fiir jedes bekannte
NP —vollstandige Problem kann eine Rangfunktion gefunden werden, so daB das ent-
stehende Paar ein Dis NP -vollstindiges Problem entsteht, wie nachstehendes Beispiel
zeigt.
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Beispiel:

Wir betrachten wieder die Sprache SAT und benutzen eine Standard-Re-
duktion von NBH auf SAT, welche in Zeit O(N? -log) berechnet werden
kann. Fiir eine Eingabe =z = zyz,...2, € {0,1}" erzeugt diese Reduktion

eine Ausgabe der Linge O(AN? -log).

Wir modifizieren diese Reduktion leicht, um schnelle Umkehrbarkeit zu
erreichen, die resultierende Reduktion heifle R: Das Ergebnis der Standard-
Reduktion, die Boolesche Formel F'(yi,y2...ym), ersetzen wir durch

F' o= (AVa)A-—(Va)AFynye. - ym) -

Auf diese Weise kann die inverse Funktion in linearer Zeit berechnet wer-
den. Zuerst wird x am Anfang von F’ gelesen (wobei gleichzeitig gete-
stet wird, ob a zu lang ist). Dann simulieren wir die Reduktion R auf
Eingabe-Zeichenkette x . Falls die Reduktion ein Ergebnis ausgibt, das sich
syntaktisch von der Eingabe F’ unterscheidet, verwirft sie, andernfalls gibt
sie x aus.

Die Rangfunktion pg,; berechnet sich hierbei aus
psac(®) = pupr( B (2)) .

Fiir Eingaben z , die nicht im Bildbereich von R liegen, setzen wir psat(x) :=
oo . Somit gilt

(NBH, puer) <wc,mc (SAT, psat)
= (SAT7 pSat) € DiSNPCWQmC .

7.3 EavP, AvP und MedP

In den Kapiteln 3 und 4 untersuchten wir ausfiithrlich die average-Sprachen-Klassen
EavTime(T, V —rankable), AvTime(T, V —rankable) , sowie die Median-Sprachen-Klas-
sen MedTime(T, V —rankable), Med* Time(T, V —rankable) . Die entsprechenden effi-
zienten average- und Median-Klassen nennen wir Eav P, Av’P, Med P und Med * P,

und definieren sie folgendermaflen:

Definition 42

AvP = AvTime(POL,POL-rankable) ,
EavP := EavTime(POL,POL-rankable) ,
MedP := MedTime (POL, 1%, POLrankable) .
0g
: N
Med*P := Med*Time | POL, m,POL—rankable .
0g
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Wenn wir zum Beispiel die Klasse Av P betrachten, so wird fiir eine Sprache L in dieser
Klasse verlangt, daf} fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung mit effizient berechenbarer
Rangfunktion, ein effizienter Algorithmus fiir L existiert.

Hierbei handelt es sich um harte Bedingungen fiir gutes average- oder Median-Verhalten
einer Sprache. Beeinfluit dies aber das qualitative Verhéltnis zu den nicht-determini-
stischen polynomiell zeit-beschrankten Zeitklassen?

Ziel dieses Abschnittes soll es daher sein, die Aussage AvP versus NP in Relation
zu setzen mit der bereits untersuchten Frage AvDisP versus Dis NP .

Hierzu fithren wir einen Reduktionsbegriff fiir Sprachen ein, der sich auf die 4 Reduk-
tionsarten (wc, ac, mc und me) gewichteter Probleme bezieht.
Definition 43 FEine Sprache L ist NP -vollstindig beziiglich einer Reduk-

tion vom Typ h € {wc,ac, mc,me} gdw.

L ¢ NP,
VP € DisNP  Jp € POL-rankable P <, (L,p).

Die Klassen aller NP -vollstindigen Sprachen beziiglich h heifflen N'PC, .

Die Beziehungen zwischen NPC;, und DisAPC; ergeben sich so durch

Lemma 27

Elpl € POL*I’ELHkELble (Llapl) € DISNPCWC <~ Ll € NPCWC 5

Elpg € POL*I’ELHkELble (Lg,pg) € DiSNPCaC < L2 € NPC&C 5

Elpg € POL*I’ELHkELble (Lg,pg) € DlSNPCmC < L3 € NPCI’HC 5

E|p4 € POL*I’ELHkELble (L4,p4) € DlSNPCme <~ L4 € NPCme .
Beweis: durch direktes Einsetzen der entsprechenden Definition. |

Damit gelingt es uns, den zu Korollar 20 analogen Satz zu zeigen.

Theorem 21
EavP N NPCwe #0 = NP C EavP C AvP,
AVvP N NPCaC 7&@ - NP - AVP,
MedP N NPCme #0 = NP C MedP C Med*P ,
EavP N NPCpe #0 = NP C Med P .
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Beweis: beispielsweise fiir ac (analog fiir alle anderen Typen).

Aus AvP N NPCac #  folgt die Existenz eines gewichteten Problems (L,p) €
AvDisP N DisNPCac . Nach Lemma 27 gilt jetzt fiir alle (L/,p') € Dis NP

(le 10/) <ac (Lv 10) :

Damit ist (L, p') € AvDisP , fiir alle p’ € POL-rankable und L' € NP . Hieraus
folgt Dis NP CAvP . |

Dieser abschlielende Satz zeigt, daf es letztlich Aquivalent ist, average-Sprachen-Klassen
mit NP zu vergleichen oder entsprechend gewichtete Problem-Klassen mit Dis NP .

Theorem 22
NP C EavP <= DisNP C EavDisP ,
NP C AvP < DisNP C AvDisP ,
NP C MedP <= DisNP C MedDisP ,
NP C Med*P <= DisNP C Med*DisP .

Beweis: ,, = “: (beispielsweise fiir Av)
Aus NP CAvP folgt

NBH € AvP = (NBH,rankyg) € AvDisP
= DisNP C AvDisP .

» <= “: (beispielsweise fiir Med)
Aus Dis NP C MedDisP folgt

(NBH, rankypg) € MedDisP = VL e NP Vpe POL-rankable (L,p) € MedDisP

= NP C MedP . .



Kapitel 8

Diskussion und Ausblicke

8.1 Entwicklung der Durchschnittsmafle

Mit dem Begriff average-case-Analyse verbindet man in der Regel die Untersuchung
der erwarteten Laufzeit eines Algorithmus. Dabei wéhlt man als Wahrscheinlichkeits-
verteilung méglichst einfache, gleichgewichtete Verteilungen.

So wurde bereits eine ganze Reihe von Algorithmen analysiert, wobei meistens die
erforderlichen mathematischen Techniken weitaus komplizierter und aufwendiger waren
als in entsprechenden worst-case-Analysen. FEinen Uberblick solcher Techniken erhalt

man in [ViF1 90, Kemp 84].

Unter komplexitétstheoretischen Gesichtspunkten st6f8t man jedoch auf eine funda-
mentale Schwiche des Erwartungswertes: Polynomiell zeit-beschrankte Simulationen
erhalten keine polynomiellen Zeit-Schranken.

Leonid Levin erkannte dieses Problem und kam zu folgender Losung. Er definierte das
MaB polynomial on the average [Levin 86, John 84b] als ein DurchschnittsmaB, das
zwar schwicher als der Erwartungswert ist, aber abgeschlossen gegeniiber Polynomial-
Zeit-Simulationen verschiedener Maschinen-Modelle. Dieses Maf} erméglichte den ent-
scheidenden Durchbruch in der average-Komplexitatstheorie [Gure 91b].

Er beschrénkte die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen mittels der Klasse POL-
computable (die diesen Namen erst spiter erhielt) und fand ein gewichtetes NP -
vollstandiges Problem.

Das Aquivalent zu DTime(T") sollte die Klasse AverDTime(7') [BCGL 89] (entspre-
chend der Namenskonvention in dieser Arbeit LavDisTime) darstellen, die aus allen
gewichteten Problemen mit Lav (7') -zeit-beschrankten Algorithmen besteht.

139
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Die Klasse AverDTime( N?) beinhaltet aber auch Probleme, die Algorithmen fiir alle
Eingaben gerade mal in Zeit AN? losen konnen. Grund hierfiir ist die fehlende Prézi-
sion des Levinschen Mafles. Genau dieses Problem wurde in [Schi 91] besprochen. Das
resultierende Mafl Av (T') ermdglicht die prazise Klassifikation gewichteter Probleme
zumindest fiir die polynomiellen Zeitklassen. Die Abgeschlosssenheitseigenschaft fiir
Polynomial-Zeit-Simulationen {ibernahm dieses Maf} von seinem Ursprung, dem Levin-
schen Mafl. In [ReSc 93a] wird gezeigt, dafl dieses Mafl an komplexitatstheoretischer
Bedeutung dem Levinschen Mafl mindestens ebenbiirtig ist. Fiir nicht zu stark abneh-
mende polynomiell beschreibbare Wahrscheinlichkeitsverteilungen zeigen wir hier, daf

Lav (POL) und Av(POL) sogar dquivalent sind.

Dem Mafl Av wird wie im Levinschen Mafl Lav eine globale Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zugrunde gelegt. Betrachtet man den Erwartungswert beziiglich solcher, haben
wir in dieser Arbeit gesehen, dafl auch hier die Prazision verloren geht. Es gelingt uns
hier den Hauptgedanken zur Wiederherstellug umzusetzen: die Betrachtung der Aqui-
valenzklasse aller Wahrscheinlichkeitsvereilungen mit gleichrangig geordneten Wahr-
scheinlichkeiten.

Dies ergab das Durchschnittsmafl Eav, welches allein aufgrund der grofien Verwandtheit
zum lokal gewichteten Erwartungswert keine Abgeschlossenheit gegeniiber polynomiel-
len Simulationen bieten kann: Fiir viele Wahrscheinlichkeitsverteilungen definieren Eav
und lokal gewichteter Erwartungswert gleiche Komplexitéatsklassen.

Fiir beide Mafle untersuchten wir das Verhalten gegeniiber elementaren Veranderun-
gen der Zeitfunktionen und der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Diese verhielten sich
dhnlich wie ihre nicht prazisen Verwandten Lav [Gure 91b] und der global gewichtete
Erwartungswert. Insbesondere zeigen wir, daf} fiir iiberlineare Schranken Av schwicher
beschrankt als Fav.

Tiefere Einblicke in die Unterschiede fiir eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung er-
méglicht das Median-MaB. Diese Ubertragung des Medians in die Zeit-Analyse von
Algorithmen ist neuartig. Wir zeigen unter anderen, wie die Kenntnis guter Median-
Klassifikationen eines Problems obere und untere Schranken in den average-Maflen
implizieren.

Betrachtet man Eigenschaften beziiglich Simulationen verschiedener Maschinen-Model-
le sowie elementare Abbildungen der Laufzeiten und der Wahrscheinlichkeit, ergeben
sich im Median-Maf} wesentlich bessere Resultate als fiir die average-Mafe.
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8.2 Separationen

Prézise Mafle ermoglichen erst enge Separationsergebnisse, und so finden wir fiir Av-
Time und EavTime zwei Arten von Hierarchien [Schi 91, ReSc 93a, ReSc 93b]. Zum
einen entdeckt man die klassischen Zeithierarchien, wobei wir fiir N < T} < Ty fiir

alle V> A erhalten

AvTime(Ty, V-rankable) C AvTime(T,, V-rankable) ,
EavTime(T}, V-rankable) C EavTime(T,, V-rankable) .

Dieses Ergebnis wurde in schwéicherer Form fiir ein anderes average-Mafl in [GGH 93]
bestatigt.

V —rankable kann hier durch jede andere Klasse ersetzt werden, die die uniforme Wahr-
scheinlichkeitsverteilung beinhaltet. Also gilt zum Beispiel auch

AvTime(T;, POL-computable) C AvTime(T,, POL-computable) ,
EavTime(Ty, POL-computable) C EavTime(T,, POL-computable) .

Dieses wird impliziert durch Theorem 12

DTime(T3) \ AvTime(Ty, {puwni}) # 0,
DTime(Ty) \ EavTime(T1, {puni}) # 0
und DTime(7T,) C EavTime(Ty, C), fiir alle Mengen C' von Verteilungen.

Wir betrachten daraufhin in dieser Arbeit Hierarchien vollkommen anderen Typs. Un-
tersucht wird, ob die Steigerung des Rechenaufwands zur Erzeugung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung schlechteres average-Verhalten impliziert und bewiesen

AvTime(T, Va—rankable) C  AvTime(T, Vi—rankable) ,
EavTime(T, Va—rankable) C EavTime(T, Vi—rankable) ,

fir V1 <o(V2) <T < POL (Fiir Eav entféllt die Beschrankung durch POL).

Die Menge V —rankable ist dabei die Klasse von Verteilungen, deren Rangfunktionen
in Zeit V' berechenbar ist. Andere Ansétze zur Berechnung der Verteilung wie com-
putable [Levin 86] und sampleable [BCGL 89] scheinen kaum geeignet fiir die prazisen
Durchschnittsmafie Av und Eav zu sein.

Diese Verteilungs-Hierarchien enden fiir 7' = V. Fiir Aussagen T > V' bleibt dieses
Problem offen.
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8.3 Bosartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Erhéht man V' weiter (groBer als exponentiell in T'), entspricht der worst-case dem
average-case. Fiir polynomielles T' gilt

AvTime(T,T - EXL-rankable) = DTime(T) ,
EavTime(T,T - EXL-rankable) = DTime(T) .

Somit existiert in T - EXL -rankable fiir jede Sprache in DTime(T') eine bosartige
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die keine Verbesserung im average gegeniiber dem worst-
case zulafit.

Solche bosartigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind schon andernorts untersucht
worden. Li und Vitanyi [LiVi 92] bewiesen sogar die Existenz einer universell bosartigen
Verteilung mit Hilfe der Kolmogoroff-Komplexitéit. In [Koba 93] gibt es einen etwas
modifizierten Ansatz fiir eine solche Verteilung. Universell bosartig heifit dabei, dafl
fiir jede Sprache diese Verteilung bosartig ist.

Uber die Komplexitit einer solchen Verteilung wurden keine Aussagen getroffen. Mil-
terson [Milt 91] wies nach, dafB fiir erwartet polynominell zeit-beschrankte Zeitklassen

ein Y, -Orakel geniigt. Wir zeigen, daf fiir Av und Eav ein A'P -Orakel fiir die Berech-

nung der Rangfunktion einer bosartigen Verteilung fiir eine Sprache aus P geniigt.

Zwischen den Bereich der Verteilungs-Hierarchien und der Komplexitét dieser bosarti-
gen Rangfunktionen besteht also eine Liicke, fiir diese vermutet der Autor folgendes:

Fiir bosartige Rangfunktionen in den polynomiellen average-Maflen ist mindestens ein

NP -Orakel notwendig.

8.4 N'P-Probleme im Average

Betrachten wir nun am Beispiel des NP -vollstandigen Erfiillungsproblems Boolescher
Funktionen SAT die Beziehungen, die zwischen NP und Average—Klassen untersucht
wurden.

Davis und Putman [DaPu 60] stellten den bekanntesten Algorithmus zur Berechnung
von SAT vor (Sie I6sten damit sogar ein allgemeineres Problem). Fiir einige ganz einfache
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist dieser Algorithmus schon erwartet polynomiell zeit-

beschrankt [PuBr 85]. Fiir das Levinsche Maf}, sei auf [MaSh 92] verwiesen.

Leider sind von einem algorithmischen Standpunkt aus diese Ergebnisse relativ unbe-
friedigend: Es wurden keine neuen algorithmischen Methoden speziell fiir den average-
case erarbeitet, wie etwa fiir parallele oder fiir probabilistische Algorithmen. Vielmehr
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wurde ein sehr einfacher Algorithmus mittels zuweilen hohem technischen Aufwand
analysiert, ob er im average effizient ist (siehe auch Beispiel auf Seite 132).

Mittlerweile liegen eine ganze Reihe solcher Untersuchungen auch fiir andere vermutlich
schwierige Probleme wie zum Beispiel Graph-Isomorphie [BuKB 92], Graph-Farbung

[BeWi 85], Hamiltonsche Kreise [AnVa 77, BFF 85, Frie 88] und Clique [DTH 86] vor.
Fiir weitere sei auf [John 84b] und [DyFr 89] verwiesen.

Das bemerkenswerte an diesen Arbeiten ist das hohe Niveau der average-case-Ana-
lyse und nicht etwa die Konstruktion der Algorithmen. Abgesehen davon wissen wir
jetzt, daB im allgemeinen der Beweis, daB ein gewichtetes NP -Problem im average
effizient ist, keine komplexitatstheoretischen Implikationen hat, solange das Problem

nicht Dis AP -vollstiandig ist.

Die Bedeutung der Verteilung ist also hier mindestens genau so grofl wie die der Spra-
che. So gelingt es fiir den Davis-Putnam-Algorithmus, fiir bestimmte Verteilungen un-
tere Schranken zu zeigen [BPP 89]. In [MSL 92] wird vermutet, daf fiir gewisse gleich-
gewichtete Verteilungen das Verhéltnis der Anzahl der Klauseln zu der Anzahl der
Variablen fiir eine Konstante ungefahr bei 4,3 die maximale average-Komplexitét im-
pliziert. Ausschlaggebend soll dabei die Wahrscheinlichkeit fiir die Erfiillbarkeit einer
Formel sein. Ist diese 50%, zeigen empirische Untersuchungen, daf bisherige Algorith-
men besonders lange bendtigen.

Fiir das Suchproblem in erfiillbaren Formeln schlagen die Autoren daher in [SLM 92]
ein simulated-annealing-Verfahren vor. Bisher gelang es jedoch nicht, fiir diese das
prognostizierte gute average-Verhalten zu beweisen.

Andererseits haben wir nicht zuletzt in dieser Arbeit auf Seite 136 eine einfache be-
rechenbare Verteilung kennengelernt, die SAT genauso schwer macht wie jedes andere
Problem in Dis NP (mittels einer Technik, die in [ReSc 93a] schon vorgestellt wurde).
Diese Technik 148t sich auf alle bekannten AP -vollstindigen Sprachen L iibertragen.
Voraussetzung ist die Existenz einer effizient invertierbaren Reduktion dieser Sprache
L auf NBH.

Diese so konstruierten Verteilungen kommen aber im allgemeinen in der Praxis nicht
vor. Aus diesem Grunde wurde bisher versucht, gewichtete Probleme in Dis NP , als
vollstandig zu charakterisieren, deren Verteilung moglichst einfach ist (bestenfalls uni-
form).

Dies gelang bisher fiir das 2-dimensionale Domino-Problem [Levin 86], das Postsche
Korrespondenz-Problem [WaBe 92a), Graph-Farbung [VeLe 88], die Losung Diophan-
tischer Gleichungen [VeRa 92], Matrix Dekomposition [Gure 91a] und einige andere
[Gure 90, Gure 91b, BlGu 91, WaBe 92a].
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Abweichend von der vorliegenden Arbeit benutzt man hier probabilistische Maschinen-
modelle, was die Menge vollstandiger Probleme vergroflert. Es ist ein offenes Problem,
ob die beziiglich probabilistischer Reduktionen und probabilistischer average-Klassen
vollstandigen Probleme auch vollstandig sind beziiglich der hier verwendeten determi-
nistischen Komplexitatsklassen?.

Betrachtet man Verteilungen in POL-sampleable, ergeben sich zusdtzliche Méglich-
keiten. Hier gibt es eine universelle Verteilung po [BCGL 89, ImLe 90, Gure 90], die
unter der Annahme der Existenz spezieller one-way-Funktionen [Levin 85], jede an-
dere Verteilung aus POL-sampleable dominiert. Das impliziert, daf} fiir jede beliebige
NP -vollstiandige Sprache L aus (L, o) € AvDisP folgt

NP x POL-sampleable C AvDisP .

Genauso kollabiert auch

Dis NP C AvDisP ,

wenn eines der Dis AP -vollstandigen Probleme wie etwa (NBH, pypg) in AvDis P ent-
halten ist. Eine neue Erkenntnis dieser Arbeit ist: Wenn ein Dis NP -vollstindiges
Problem P in EavDisP enthalten ist, folgt nicht nur

Dis NP C AvDisP ,

sondern auch

Dis NP C EavDisP .

Der Erwartungswert wurde bisher nicht in dieses Konzept eingebunden. Er ist anschei-
nend nur fiir polynomiell zeitbeschriankte Simulationen ungeignet und doch iiberra-
schenderweise geeignet fiir Reduktionen.

Wie erkennt man in der Praxis, ob ein Algorithmus ein NP -Problem schon effizi-
ent 16st? Buro und Kleine Biining waren die Veranstalter des SAT-competition 1992
[BuKB 92]. Teilnehmer konnten Algorithmen einschicken, die moglichst effizient SAT
16sen sollten. Der Wettbewerb sah folgendermafien aus: Geméf einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung wurde eine Reihe von Eingaben berechnet, die dann alle eingesandten
Programme zu 16sen hatten. Diese Testanordnung durch Vorgabe von polynomiell vie-
len Eingaben #hnlicher Lange entspricht unseren Uberlegungen beim Median-MaB.

Da der Nachweis der Korrektheit nicht verlangt wurde, hatte mit hoher Wahrschein-
lichkeit ein Med” -effizienter Algorithmus gut abschneiden kénnen.

1Zur Klarstellung: Average ist nicht Probabilismus. Eine average-Betrachtung mittelt iiber eine
Menge von Eingaben einer Maschinen. Probabilistische Turing-Maschinen sind Turing-Maschinen,
die zur Berechnung Zufallsexperimente benutzen kénnen. Somit kénnen beispielsweise probabilisti-
sche Turing-Maschinen im worst-case, genauso wie deterministische Maschinen im average betrachtet
werden.
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Hétte man die Wahrscheinlichkeitsverteilung pgae (siehe Seite 136) zugrundegelegt und
ware ein Algorithmus effizient und korrekt auf den Test-Eingaben gewesen, so hétte
man einen empirischen Nachweis fiir

Dis NP C Med*DisP

fithren kénen. Durch die hier vorgestellten Reduktionen bekdme man dann auch fiir

alle anderen Probleme in Dis NP Med" -effiziente Algorithmen.

Wir schlagen deswegen folgenden empirischen Test fiir die Effizienz eines Programms
vor, von dem behauptet wird, es 16se ein NP -vollstindiges Problem effizient.

A behauptet einen effizienten Algorithmus M fiir die NP -vollstindige Sprache L
zu haben.

B bestimmt eine Verteilung pz, (mit derselben Technik wie schon fiir SAT), so daf
(L,pL) € DlSNPCme .

Dann erzeugt A fiir ein geniigend groflies [ m := Plog(l) Eingaben X =
{z1,..., 2} gleichverteilt aus der Menge XPSLZ und sendet diese an A.

A berechnet M(x1),..., M(x,) und liefert die Resultate.

Wenn A nicht in der Lage ist, das Entscheidungsproblem von L effizient zu 16sen, und
falls Dis NP ¢ Med*DisP , wird A mit hoher Wahrscheinlichkeit im letzten Schritt

fehlerhafte Ergebnisse liefern oder sehr lang rechnen.

Damit kénnte man in Zukunft viel Zeit und Miihe bei der Uberpriifung von angeblich
effizienten Algorithmen fiir NP -vollstindige Probleme sparen, indem man fiir einen
Test Eingaben auf diese Art generiert.

8.5 Jenseits von AvTime

In [Grap 90] wurde eine average-logspace-Reduktion beschrieben, um gewichtete P -
und NL-vollstandige Probleme nachzuweisen. Aufler diesen gibt es bis jetzt kaum Un-
tersuchungen zum Platzverbrauch von Algorithmen im Durchschnitt.

Der Grund ist klar. Wichtig fiir einen Algorithmus ist in der Regel nicht der durch-
schnittliche Platzverbrauch, sondern der maximale Platzbedarf. Vielleicht hilft hier das
Median-MaB, das dann die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Platz-Uberschreitung
klassifizieren kénnte.
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Eine anderer interessanter Aspekt des Median-Mafles, der in dieser Arbeit bereits ange-
sprochen wurde, ist die Fahigkeit, mittels der Med™-Klassen nicht-berechenbare Pro-
bleme als effizient approximierbar zu klassifizieren.

Wirft man einen Blick in die strukturelle Komplexitétstheorie, sieht man, daf dies kein
Einzelfall ist. In [KOSW 91] wurde der Begriff instance complexity vorgestellt. Hier
ist es einer Turing-Maschine nicht erlaubt Fehler zu machen, um konsistent zu einer
Sprache zu sein. Zumindestens darf sie ein Sonderzeichen ausgeben, wenn sie nicht Ja
oder Nein ausgibt. Solche Maschinen sind auch mit nicht-berechenbaren Problemen
konsistent.

Reduktionsmengen auf sparse oder tally Mengen beinhalten auch immer nicht-bere-
chenbare Sprachen. Wir haben in Abschnitt 5.3 gesehen, daf ein Zusammenhang mit
solchen Mengen besteht. Es ist zu erwarten, dafl weitere Ergebnisse gefunden werden
kénnen, die Bindeglieder zwischen diesen Gebieten darstellen. Als Ubersichtsartikel
zum Thema Reduktionsmengen sei auf [HOW 92, AHHK 92] verwiesen.

Nicht zu vergessen, beinhaltet auch P/Poly, die Menge aller Booleschen Funktionen
mit polynomiell grolen Schaltkreisen, nicht-berechenbare Probleme.

Wir untersuchen hier zwei prominente nicht-berechenbare Probleme, das Haltepro-
blem und das Kolmogoroff-Komplexitidtsproblem, auf Med”-Effizienz. Es gelingt uns
fiir die Anzahl fehlerhafter Berechnungen sehr starke untere Schranken zu zeigen. So
bleibt die Frage nach der Existenz praktisch relevanter nicht-berechenbare Probleme

in Med* Dis P offen.



Kapitel 9

Zusammenfassung

In seiner Diplomarbeit [Schi 91] stellte der Autor dieser Arbeit ein prazises Mall Av, das
den besonderen Anforderungen in der Komplexitatstheorie geniigt. In der vorliegenden

Arbeit gesellen sich diesem Mafi das Eav-Mafl und das Med-Maf hinzu.

Die Definition des Av-Mafles in dieser Arbeit orientiert sich an Levins Maf} polynomial
on the average (in dieser Arbeit notiert als Lav(POL)). Das Eav-Maf} hingegen lei-
tet sich vom Erwartungswert ab. Dies fithrt dazu, daf} die Komplexitétsklasse der Zeit
EavDisTime(T) definiert durch Eav, sich von klassischen average-Klassen definiert
durch den Erwartungswert nicht unterscheidet, solange man Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen betrachtet, die uniform auf filligen Mengen gewichten.

Das Med-Maf ergibt sich aus einem prinzipiell anderen Ansatz. Die Menge Med (7', «)
beschreibt fiir eine Schranke 7" und eine Héaufigkeitsfunktion a, die Menge aller Paare
f ¥ — IN und Wahrscheinlichkeitsverteilung p, so daf der Fall f(x) > T(|z|)
héchstens die Haufigkeit a beziiglich o besitzt.

Prinzipiell kann im Med-Maf} die Funktion f die Schranke T' beliebig stark tiber-
schreiten, solange es nicht zu haufig passiert, ganz im Gegensatz zu Av und Eav, denn
hier darf eine Laufzeit der Grofenordnung w(7T o exp) bzw. w(T - exp) kein einziges
Mal vorkommen.

Diese drei DurchschnittsmafBe sind den besonderen Erfordernissen der Klassifikation der
Zeit timey; eines Algorithmus besser angepafit als das Levinsche Mafl und der Erwar-
tungswert beziiglich lokal gewichteter Verteilungen. Gegeniiber elementarer Operatoren
verhalten sich Eav, Av und Med wie in Tabelle 9.1 dargestellt.

Beim Vergleich der drei Durchschnittsmafle ergab sich folgendes. Aus den Definitio-
nen von Eav und Av folgt direkt Eav(N) = Av(N) . Fiir Schranken 7' < N gilt

147



148 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG

(fp) € Eav(Ty) (fsn) € Av(Ty) (fop) € Med(T,ay)

(9,1) € Eav(Ty) (9,1) € Av(T}) (9, 1) € Med(Ty, ay)
(¢ fonm) (¢ fonm) (¢ fonm)

€ Eav(c- Ty + 1) € Av(c-Ty) € Med(c- Ty, ay)
(f+9g,1) (f+9g,1) (f+9g,1)

€ BEav(2T) 4+ 27,) | € Av(max[T;(2N), T,(2N)]) | € Med(Ty + T,,a; + a,)
— (f-g9.1) (f-9.1)

€ Av(max[T;(2N)?, T,(2N)?]) | € Med(T} - Ty, a5 + a,)

— (f¢,1) € Av(T5) (f°, 1) € Med(T}, ay)

Tabelle 9.1: Das Verhalten der Durchschnittsmafle Eav, Av

und Med gegeniiber elementarer Operationen.

Av(T) C Eav(2-T). Der fiir Zeitkomplexitatsklassen weitaus interessantere Fall
T > N impliziert
Eav (T) CAv(T(2-N)) .

Vergleicht man die Average-Durchschnittsmafie mit dem Median-Maf, so folgt aus der
Beschrankung (f,p) € Eav (T1) fiir beliebige T, die Median-Beschrankung (f,u) €
Med (Tg, aLTTH)/Tl) (fiir @ werden hier drei alternative Funktionen vorgestellt). Ana-

log folgt aus (f,p) € Av(Ty) fiir beliebige T, die Median-Beschrankung (f,u) €

[—1]
=141 : : . ;
Med <T27 ay,’t (T )) . Andererseits kann man aus einer Menge von Median-Beschran-

kungen und einer worst-case-Beschrankung Av- und Eav-Schranken berechnen.

Average-Komplexitatsklassen bestehen aus gewichteten Problemen. Das sind Paare
bestehend aus einem Problem und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Fiir die hier
vorgestellten Mafle Eav und Av bilden diese die Komplexitatsklassen AvDisTime
und EavDisTime.

Median-Komplexitatsklassen kann man mittels der Zeitfunktion timey; der Turing-
Maschine M, die die Sprache L akzeptiert, oder mittels der Zeitfunktion timeys ; de-
finieren. Letztere ist definiert als oo, falls M auf der Eingabe nicht halt oder beziiglich
L fehlerhaft rechnet und entspricht ansonsten timey; . Die daraus resultierenden feh-
lerfreien Median-Komplexitatsklassen heiflen MedDisTime, wihrend die fehlerbehaf-
teten Median-Komplexititsklassen Med*DisTime genannt werden.

Diese vier Klassen definieren fiir polynomielle Zeitschranken AvDisP, EavDisP,
MedDisP und Med*DisP . Fiir diese Klassen werden die Inklusionen EavDisP C
AvDis P und MedDis P C Med* DisP gezeigt. Zwischen polynomiellen Average-
Klassen EavDisP oder AvDisP und Median-Klassen MedDisP und Med* Dis P

hingegen gibt es beweisbar keinerlei Teilmengenrelation.
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Betrachtet man nur polynomiell beschreibbare Wahrscheinlichkeitsfunktionen (POL-
describable), die fiir grofie Eingaben moderat (modest) abnehmen, so entspricht
AvDisP der von Levin definierten Komplexititsklasse LavDisP , basierend auf der
Zeitbeschrankung polynomial on the average.

Analog der Definition von AvTime in der Diplomarbeit des Autors, definieren wir
hier FavTime, MedTime und Med* Time. Diese Klassen beinhalten nur Sprachen,
was einen Vergleich mit den iiblichen worst-case-Komplexitatsklassen erméglicht. Ins-
besondere zeigen wir fiir uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilungen fyn

EavTime(T, {gtuni}) € DTime(T - EXL) ,
AvTime(T, {ptumi}) € DTime(T o EXL) ,

FavTime(T, {gun}) \ DTime(o(T -EXL)) # 0,
AvTime(T, {gtuni}) \ DTime(o(T o exp %)) £ 0.

Als Maf fiir die Komplexitét einer Wahrscheinlichkeitsverteilung benutzen wir ranka-
ble [Schi 91]. Damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung g in V —rankable enthalten
ist, muf} eine deterministische Turing-Maschine den Rang der Eingabe x beziiglich der
Verteilung p in Zeit V(|x|) berechnen.

Fiir Mengen von sehr komplexen Wahrscheinlichkeitsverteilungen konnte in [Schi 91]
bewiesen werden

AvTime(T, (T - EXL) -rankable) = DTime(T) ,

fiir polynomielle Schranken T'. In dieser Arbeit kann dieses Ergebnis fiir allgemeine
Schranken T auf EavTime iibertragen werden:

EavTime(T, (T - EXL) -rankable) = DTime(T) .
Fiir AvTime ist eine solche Aussage fiir alle T' nicht méglich, denn fiir 7" > EEXP

gilt
DTime(T) C AvTime(T,U) ,

fiir die Menge U aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
In [Schi 91] wurde bewiesen, daf}
AvTime(o(T), V —rankable) C AvTime(T, V —rankable) .
Wir geben einen ausfiihrlicheren Beweis und tibertragen dieses Ergebnis auf EavTime:

EavTime(o(T), V —rankable) C EavTime(T, V —rankable) .
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SchlieBllich gelingt es in dieser Arbeit, ein Hierarchie-Ergebnis beziiglich der Komple-
xitat der Verteilungen zu erreichen. Insbesondere zeigen wir, daf gilt

EavTime(T, V-rankable) C EavTime(T,o(V)-rankable) ,
AvTime(T',V-rankable) C AvTime(T’, o(V)-rankable) ,

fir V<T und V(6N) <T" (6 >1).

Die Median-Klasse Med * DisTime beinhaltet auch nichtberechenbare Probleme. In die-
sem Zusammenhang untersuchen wir die Median-Zeit-Komplexitat des Halteproblems
HP und des Kolmogoroff-Komplexitatsproblems NBH. Hier beweisen wir enge untere
Schranken, denn es gilt fiir alle berechenbaren Zeitschranken T'

(HP, paiag) ¢ Med*DisTime(T,0(N)) ,
(NBH, ftuni) ¢ Med*DisTime(T, o(N)) .

In dieser Arbeit wird der Spezialfall deterministischer Reduktionen zwischen gewich-
teten Problemen untersucht, der bisher kaum Beachtung fand. Es gelingt geeignete
Einschrankungen fiir polynomiell zeitbeschrankte Reduktionen zu formulieren, so daf
Aussagen fiir alle vier polynomieller Average- und Median-Klassen méglich werden.

Als Aquivalent zu NP betrachten wir DisA/P die Menge NP x POL-rankable.
Es gelang uns zu zeigen, dafl das beschrankte Halteproblem nichtdeterministischer Tu-
ringmaschinen NBH mit geeigneter Wahrscheinlichkeitsverteilung pypg vollstandig ist
fiir Dis NP beziiglich aller hier vorgestellten deterministischen Reduktionsarten.
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