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Ubungsaufgaben zu Formalen Sprachen und Automaten

1. Untersuchen Sie das folgende Spiel:

c D

Eine Murmel wird in A oder B fallen gelassen. Die Hebel x1, 22, x3 lassen die Murmel entweder nach
rechts oder nach links fallen, je nachdem in welche Richtung der Pfeil zeigt. Immer wenn eine Murmel
auf einen Hebel trifft, veranlasst sie den Hebel, seinen Zustand zu wechseln, so dass die Murmel, die
als néchstes auf den Hebel trifft, den alternativen Weg nehmen muss.

(a) Modellieren Sie dieses Spiel mit Hilfe eines endlichen Automaten. Bezeichnen Sie hierbei eine
Murmel, die durch A f&llt, durch eine 0-Eingabe und eine Murmel, die durch B fillt, durch eine
1-Eingabe. Ein Eingabewort wird akzeptiert, wenn die letzte Murmel bei D herauskommt.

(b) Beschreiben Sie die durch diesen Automaten akzeptierte Sprache.
2. Geben Sie deterministische endliche Automaten fiir die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet {0,1}
an.
(a) Die Menge aller Zeichenketten, die mit 00 enden.
(b) Die Menge aller Zeichenketten mit drei aufeinander folgenden Nullen.

(¢) Die Menge aller Zeichenketten, in denen jeder Block von fiinf aufeinanderfolgenden Zeichen zu-
mindest zwei Nullen enthélt.

(d) Die Menge aller Zeichenketten, deren zehntletztes Symbol eine Eins ist.



3. Fiir k € N definiere
N, = {we{0,1}* | sei v € N die Zahl mit Binérdarstellung w, dann ist v mod k =0 } .
Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes feste k ist N eine regulire Sprache.

(b) Fir jede Teilmenge I C N mit konstanter Grofle ist die Sprache

U{ bin(i)#w | w € N; }
iel
eine regulédre Sprache, wobei bin(¢) die Binérdarstellung von ¢ ist.
(c) Die Sprache
U{ bin(i)#w | w € N; }
€N
ist nicht regular.

4. Betrachten Sie den folgenden endlichen Automaten:

0,1

(a) Beweisen Sie, dass dieser DFA die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {0, 1} akzeptiert,
die eine gleiche Anzahl von Nullen und Einsen enthalten, und fiir die jeder Préfix hochstens eine
Null mehr hat als Einsen bzw. eine Eins mehr hat als Nullen.

(b) Untersuchen Sie, ob dieser DFA minimal ist.

(¢) Konnen Sie einen NFA fiir diese Sprache konstruieren, der mit drei Zustéinden auskommt?
5. Betrachten Sie die folgenden beiden NFAs:

(a) ({p.q,r,5},{0,1},61,p,{s}) mit

(b) ({pa q,T, 5}7 {O’ 1}5 52717, {q, 5}) mit

Geben Sie zu jedem dieser Automaten einen dquivalenten DFA an.



6. Konstruieren Sie einen endlichen Automaten, die zu den folgenden regulidren Ausdriicken dquivalent
sind:
(a) 10U (0OU11)0*1
(b) 01(((10)* U111)*U0)*1
(¢) (OunOUL)*U((bU)(OUL)(OUL))*

7. Konstruieren Sie regulidre Ausdriicke, die den Automaten der beiden folgenden Zustandsdiagrammen
entsprechen.

8. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Gleichungen fiir reguléire Ausdriicke 7, s, t:
(a) (eUr)* = r*
(b) (rsUr)*r = r(srur)*
(c) s(rsUs)*r = rr*s(rr*s)*
(d) (rus)* = r*uUs*
9. Welche der folgenden Sprachen sind regulér und welche sind kontextfrei? Beweisen Sie Ihre Antwort.

(a) {07 [n>1}

(b) { 0™170™+" | m,n > 1 }
(¢) { 07 | p ist eine Primzahl }
)

(d) Die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {0,1}, die keine drei aufeinanderfolgenden
Nullen haben.

(e) Die Menge aller Primzahlen kleiner 22"

(f) Die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {0, 1,2}, die die gleiche Anzahl von Nullen und
Einsen haben.

(g) {x€{0,1}* | zin L((0U1)*) und = = 2" } wobei z'®" die riickwérts gelesene Zeichenkette x
bezeichnet.

(h) {ze€{0,1}* |2in L(OU1) und = = 2" }
(i) {zwz™ | z,w € {0,1}"\{e} }
10. Sei L C {0, 1}* eine regulére Sprache. Welche der folgenden Sprachen ist dann auch regulér? Begriinden
Sie Thre Antwort.
(a) { a1a3...a9n—1 | @109 ...a2, € L und ay,as,...,a2, € {0,1} }
(b) {zel|vye{01}"\{e}: ayg L}
(¢) { z € L| fir alle y € L ist y kein Préfix von z }
(d) {a™ [zel}
11. Betrachten Sie die Sprache
L = {0"1"|neN}.
(a) Wie lauten die Aquivalenzklassen im Satz von Myhill-Nerode fiir L.

(b) Verwenden Sie die Antwort aus dem ersten Teil dieser Aufgabe um zu zeigen, dass L nicht regulir
ist.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Geben Sie fiir die folgenden Mengen jeweils eine erzeugende kontextfreie Grammatik an.

(a) Die Menge aller korrekten Klammerausdriicke.
(b) Die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {a,b} mit genau doppelt so vielen as wie bs.

(c) Die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {a,b,U,*,(,),¢, 0}, die wohlgeformte regulire
Ausdriicke iiber dem Alphabet {a,b} sind. Beachten Sie, dass wir hierbei zwischen e als leere
Zeichenkette der Grammatik und dem e als leere Zeichenkette in einem reguléren Ausdruck (d.h.
in einem Wort der Sprache) unterscheiden miissen.

(d) Die Menge aller Zeichenketten iiber dem Alphabet {a,b}, die nicht von der Form ww sind.

(e) { a’V/c¥ | i # j oder j # k}.
Betrachten Sie die Grammatik G mit den Produktionen

S — aS|aSbS |e.
Beweisen Sie, dass
L(G) = {z€{a,b}" | jedes Prifix von x hat mindestens soviel as wie bs } .
Die Grammatik
E — E4+E|E-E|(F)]id

erzeugt die Menge der arithmetischen Ausdriicke mit +, -, Klammern und id. Diese Grammatik ist
mehrdeutig, da id + id - id durch zwei verschiedene Ableitungen erzeugt werden kann, d.h. durch zwei
verschiedene Ableitungen mit unterschiedlichen Ableitungsbdumen.

(a) Konstruieren Sie eine dquivalente nicht mehrdeutige Grammatik.

(b) Konstruieren Sie eine nicht mehrdeutige Grammatik fiir alle arithmetischen Ausdriicke ohne red-
undante Klammern. Eine Menge von Klammern nennen wir redundant, wenn ihr Entfernen den
Ausdruck (bzw. dessen Wert) nicht veréndert.

G sei eine kontextfreie Grammatik, die wohlgeformte aussagenlogische Formeln mit den Pridikaten p
und q erzeugt. Fiir die Produktionen erhalten wir

S — S[[S—=S5][plq.
Die Terminale sind p, ¢, [,] und —.

(a) Bestimmen Sie eine Grammatik fiir L(G) in Chomsky-Normalform.
(b) Zeigen Sie unter Anwendung des CYK-Algorithmus, dass =—[-¢ — p] in der Sprache L(G) ist.
(¢) Untersuchen Sie ob =—[g— — p] in L(G) ist. Beweisen Sie Thre Antwort.

Konstruieren Sie eine Kellerautomaten, der die Sprache der Grammatik mit dem Startsymbol S und
den folgenden Produktionen akzeptiert:

S — aAdA
A — aS|bS|a.

Geben Sie eine kontextireie Grammatik fiir die Sprache L(A) fiir den PDA
A = ({QO7 q1,42,43, q4}a {Oa 1}7 {ZOa X}a 6a q0, {q4})

mit

6(qo,€,6) = {(q1.20)}
6(q1,e,Z0) = {(q1,%0)}
6(q1,1,20) = {(g2,%0)}
6(q1,1,X) = {(g2,X)}
6(q1,0,X) = {(g3,X)}

6(gq2,,6) = {(q1, X)}
6(g3,1,X) = {(gs,9)}
6(g3,0,Z0) = {(q1,20)}



18. Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen keine kontextfreien Sprachen sind.
(a) {a'bck|i<j<k}

(b) {aib | =i}

(c) Die Menge der Zeichenketten aus a, b, ¢, die von allen jeweils die gleiche Anzahl enthalten.
(d) {a'bicd | i <j<2i}

(&) {aibi i jundi2))

(f) { bi#b;1 | b; ist die Bindrdarstellung von ¢ und ¢ > 1 }

() { ww™w [we{0,1}" }

(h) { wrw | w,z € {0,1}* }

(i) { ww | w,z € {0,1}* }

e

Ein grofler Teil dieser Aufgaben ist dem Buch von J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, Einfihrung in die Automa-
tentheorie, Formale Sprachen und Komplezititstheorie, Addison-Wesley (2. Auflage), entnommen.



