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Ubungsaufgaben zu Berechenbarkeit

1. Fiir eine DTM M sei fj; die von M berechnete Funktion. Welche der folgenden Aussagen sind richtig
und welche sind falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) Zu jeder Einband-DTM M gibt es eine Einband-DTM M’, sodass

far = faur und M’ hilt fiir alle Eingaben akzeptierend an.

(b) Zu jeder Einband-DTM M gibt es eine Einband-DTM M’, sodass

fu = farr und M’ hat fiir alle Eingaben akzeptierend oder eine endlose Berechnung.

(c) Fiir jede DTM gilt: Entweder hilt die DTM auf alle Eingaben, oder sie hat fiir unendlich viele
Eingaben eine endlose Berechnung.

(d) Fiir jede DTM gilt: Entweder hilt die DTM auf alle Eingaben, oder sie hilt nur fiir endlich viele
Eingaben.

2. Betrachten Sie zwei Sprachen L,L’. Welche der folgenden Antworten sind richtig und welche sind
falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.
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3. Zeigen Sie fiir die Sprachen A, B, C"

) Sei L C L' und L entscheidbar, dann ist auch L’ entscheidbar.
) Fiir jede Sprache L’ gibt es eine entscheidbare Sprache L C L'.
) Fiir jede Sprache L’ gibt es eine Sprache L C L', welche nicht entscheidbar ist.
) Sind L und L' entscheidbar, dann ist auch L U L’ entscheidbar.
(a) Gilt A <,;, Bund B <,,, C gilt, dann gilt auch A <,,, C' (Transitivitit).
(b) Es gilt A <, A (Reflexivitét).
(¢) Gilt A <p B und B <p C gilt, dann gilt auch A <p C (Transitivitit).
(d) Es gilt A <7 A (Reflexivitit).
4. Seien A, B zwei disjunkte Sprachen, d.h. AN B = ). Welche der folgenden Antworten sind richtig und
welche sind falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.
(a) Ist A entscheidbar und B rekursiv aufzidhlbar, dann ist A U B rekursiv aufzihlbar.
(b) Fiir alle rekursiv aufzéhlbaren Sprachen A und B mit AN B = () ist AU B entscheidbar.

5. Sei M eine DTM. Zeigen Sie, dass die Sprache
{ (M) | M hilt auf keiner Eingabe }

nicht rekursiv aufzdhlbar ist.
6. Welche der folgenden Mengen ist rekursiv? Begriinden Sie Thre Antwort.
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) A = { (M) | M akzeptiert Eingabe (M) }
)
c)
)
)
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( { (M) | M entscheidet das Halteproblem }
{ (M) | M kann durch einen dquivalenten Kellerautomaten ersetzt werden }
= { (M) | M hilt auf Eingabe (M) in |(M)| Schritten }
= { (M)

M) | M hélt auf alle Eingaben }
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7. Sei M eine DTM. Zeigen Sie, dass die Sprache
{ (M) | es gibt eine Eingabe, auf die M anhilt }

nicht rekursiv ist.
8. Zeigen Sie oder widerlegen Sie:

(a) A<, B <= A<rB
(b) A<, CundB<,,C = ANB<,C
(c) A<r Cund B<rC = ANB<yC

9. Seien A und B rekursiv aufzdhlbare Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) AN B ist rekursiv aufzihlbar.

(b) A\ B ist rekursiv aufzihlbar.

(c) A ist rekursiv aufzihlbar.

(d) Jede Teilmenge C von A ist rekursiv aufzihlbar.
)
)

e) Jede endliche Teilmenge C von A ist rekursiv aufzéihlbar.

(
(

10. Beweisen oder widerlegen Sie:

f) Fiir jede endliche Menge D ist A \ D rekursiv aufzihlbar.

(a) Es gibt eine unendliche Folge x1, o, ... von unterschiedlichen biniren Zeichenketten fiir deren
Kolmogorov-Komplexitat gilt:
K(z;) < ¢

fiir eine Konstante c.
(b) Fiir hochstens ein Viertel aller Worte = € {0, 1} gilt

K(z) < n—4.

11. Welche der folgenden Mengen ist rekursiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(a) Sei c € N, dann sei A, = { (M) | es existiert eine DTM M’ mit [(M')| < ¢, sodass M und M’
die gleiche Funktion berechnen }

(b) B = { (M) | M berechnet eine konstante Funktion }
(c) Seice N, dann sei C = { (M) | M hélt auf keine Eingabe und [(M)| < ¢ }

12. Sei L C ¥* mit L # (). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) L ist rekursiv aufzéhlbar

(b) Es gibt eine partiell rekursive Funktion f : ¥* — ¥* d.h. f wird durch eine DTM berechnet,
muss jedoch nicht auf allen Eingaben definiert sein, sodass fiir alle x € ¥*

f(x) ist definiert — zeL.

(c) Es gibt eine totale berechenbare Funktion g : N — ¥*, d.h. g wird durch eine DTM berechnet
und ist auf allen Eingaben definiert, sodass

g(N) = L.



