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Ein einfacher
Automat

Keiner will runter
Keiner wartet unten

» Lift mit zwei Stockwerken /
e Eingaben:
- Im Lift will jemand nach oben

Im Lift will jemand nach unten

7
- Unten Bedarf / Jemand will runter oder
_ Oben Bedarf Jemand wartet unten
i . Einer will hoch oder
e /wel Zustande: Einer wartet oben
- Lift oben
- Lift unten
/ / / Keiner will hoch oder
Keiner wartet oben
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Ein einfacher
Automat

Keiner will runter
Keiner wartet unten

» Lift mit zwei Stockwerken /
e Eingaben:
- Im Lift will jemand nach oben

Im Lift will jemand nach unten
- Unten Bedarf
- Oben Bedarf
e /wel Zustande:
- Lift oben
- Lift unten

/ Jemand will runter oder
Jemand wartet unten

Einer will hoch oder
Einer wartet oben

/ Keiner will hoch oder
Keiner wartet oben
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Startzustand q1

1
0
0
1 @
0,1
0 1 0 1 1

Inf tik 1l Rechnernetze und Telematik
Victor 2 6 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Winter 2007/08 Christian Schindelhauer

Mittwoch, 5. Marz 2008



Lesen des ersten Zeichens: 0

BT S0

0,1
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Zustandsubergang zu g1
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Lesen des 2. Zeichens: 1
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Neuer Zustand: g2

]
0
ROS
0,1
0 1 0 1 1

Rechnernetze und Telematik
10 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

10



Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

3. Zeichen: 0
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Neuer Zustand: q3
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Lesen von “1”
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Zustandsubergang zu g2
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Letztes Zeichen: “1”
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Wort “01011” wird akzeptiert
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Automaten akzeptieren Sprachen

» Ein Alphabet X besteht aus einer » 2* bezeichnet die Menge aller
endlichen Menge von Zeichen, z.B. Zeichenketten uber Alphabet >
e >, ={a,b,c} e 2.B.: “abba“ € {a,b}*
o >, ={0,1} e Die leere Zeichenkette wird mit ¢
e ' ={0,1,x,y,2} bezeichnet.
» Eine Zeichenkette (String/Wort) ist - Es gilt: [e| = 0
eine endliche Folge (Tupel) von » Eine Menge von Zeichenketten wird
Zeichen, z.B als Sprache bezeichnet
e W = abba

- Notation: wy=a, w,=b, ws=b, w,=a

- Die Lange eines Worts wird mit |w]|
beschrieben: |w| = 4

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Worte und Sprachen

» Worte:

e “010010”, “otto”, “abba”
» Sprachen:
e [abba, bab, aa}
e Iwe {0, 1} | (Vie{l,....w|}:wi=0)V (Vie{l,...,|w|}:w;=1)}
={g 0, 1, 00, 11, 000, 111, 0000, 1111, ...}
e Palindrom = {w € {a,b}* | Vie {1,...,|w|}:wi=wy_is1}
= {¢,a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, ...}

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
. 19 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
Winter 2007/08 Christian Schindelhauer
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cE& O

» Sprache ohne Worter = leere Menge: @

e st kein Wort!

» Leeres Wort ¢ ist eine Zeichenfolge der Lange O
e ¢ ist keine Sprache oder Zeichen
e Es gibt Sprachen, die € beinhalten.
e Es gibt Sprachen, die € nicht beinhalten.

Rechnernetze und Telematik
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Komponenten des
Beispielautomaten

o Zustande Q = {q1, q2, qs}

» Alphabet % ={0,1} 0

» Ubergangsfunktion:
* 0(q1,0) = g1 1 0
*d

(a1,1)
(q2,0) = q3 Cl1 CI1 q2 O 1
* 5(02,1) = a2 g2 | g3 | g2 |
¢ 6((]3,0) = Q2 gs | g2 | g>
* 0(9s.1) = G2 0 1 0 1 1
e Startzustand qo = Q1
e F={qs}
Informatik Ill Rech.nernet.ze und Telematik
Winter 2007/08 22 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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Komponenten des DFA

» Deterministischer Endlicher Automat=

Deterministic Finite Automaton (DFA)
» Definition 0
e Ein deterministischer endlicher @ 1 ‘

Automat wird durch die funf -

Komponenten (Q,2,0,qo,F)

beschrieben 0,1
- Endliche Zustandsmenge Q
- Endliches Alphabet 2
- Ubergangsfunktion : QxZ = Q 0 1 0 1 1
- Startzustand goeQ

- F € Q: ist die Menge der
akzeptierenden Zustande

Rechnernetze und Telematik
23 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die Berechnung eines
endlichen Automaten (DFA)

» Definition

e Sei M= (Q, Z, 0, o, F) ein endlicher Automat und
W = W{Wa2...W, eine Zeichenkette Uber dem Alphabet 2.

e Dann akzeptiert M das Wort w genau dann, falls es
ein Folge ror1 ... ry von Zustanden aus Q gibt mit

- fo=do
- O(r,Wis1) = risq, flr alle i = 0,...,n-1
- mekF

o M akzeptiert die Sprache A falls
- A ={w | M akzeptiert w }

Rechnernetze und Telematik
24 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Endliche Automaten

Regulare
Sprachen und
Operationen
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Regulare Sprachen

Definition
e Eine Sprache heiB3t reguléar, falls ein endlicher Automat
sie akzeptiert.

Wir schreiben auch REG fur die Klasse (Menge) aller
regularen Sprachen

Rechnernetze und Telematik
26 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Regulare Operationen

» Definition

— Die regularen Operationen Vereinigung,
Konkatenation und Stern werden wie folgt definiert

1. Vereinigung:

AUB={x|x € A oder xz € B}

2. Konkatenation

AoB={xoy|x€e A und y € B}
3.Stern

A" ={x1x9...2 | k>0 und
Vie{l,2,...,k}:x; € A}

Rechnernetze und Telematik
27 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beispiel

» Sei 2 ={a,b,c,d,..., z}
e A ={wadda, hadda}
e B ={du, da}
» Vereinigung
AU B = {wadda, hadda, du, da}

» Konkatenation

A o B = {waddadu, waddada, haddadu, haddada}

» Stern

B* = {e, du, da, dudu, duda, dadu, dada, dududu, . . .}

Rechnernetze und Telematik
28 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Endliche Automaten

Abschluss von
REG unter
Vereinigung
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Abschluss unter Vereinigung

» Theorem

e Die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen
unter der Vereinigung.

» Falls A und B regular ist, dann ist auch A u B regular
» D.h.
e Gegeben ein endlicher Automat fur A und

e gegeben ein endlicher Automat fur B,

- dann gibt es auch einen fir Au B

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. 30 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg

Winter 2007/08 e .
Christian Schindelhauer
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Bewelisidee

0
» Gegeben 1
e 2 Automaten und die Eingabe 0110 _’

Simuliere mit zwei Fingern die
Automaten gleichzeitig

» Falls einer der ,,Finger“ akzeptiert,
akzeptiere

0,1

‘

» ldee:
* |dee: Ersetze zwei Finger durch mehr 1
Zustande
0
Informatik III Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 31 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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Die Konstruktion des
kartesischen Produkts

Rechnernetze und Telematik
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Ein Zustandsubergang

y
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Automat fur die vereinigte
Sprache

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die formale Konstruktion

»Theorem
—Gegeben sei ein endlicher Automat
M1 = (Q‘I’ 21 61, d1, F1) far A1 und

—gegeben sei ein endlicher Automat M, =
(Q,, =, 8,5, 5, F») flir A, dann gibt es auch
einen endlichen Automaten far A; U A,

»>Beweis

—Wir konstruieren einen Automaten
M= (Q, Z, d, qp F) der A; U A, erkennt

1. Zustandsmenge
Q={(ry,r2) | ry €Q;und r, € Qy},
Q ist das kartesische Produkt aus Q,
und Q,

Informatik Il 35
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

2. Alphabet bleibt gleich
Wir erlauben uns diese Vereinfachung,
dass die Ausgangsalphabete gleich sind.
Eine kleine Modifikation wirde den
anderen Fall auch beweisen

3. Ubergangsfunktion
Firaller,€Q,undr,EeQ,undacz

gelte
5((T17 T2)7 CL) — (51 (rla CL), 52(7“2, CL))

4. Anfangszustand: q, = (q4,9,)
5. Akzeptierende Zustande:

F ={(r1,r2) | r1 € I} oder ro € Iy}

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Der formale Bewelis

» Theorem - Induktionsannahme: Maschine ist in
* Gegeben sei ein endlicher Automat Zustand (81(q1,W), 9,(q2,W)) nach
M, =(Qs, =, §4, a4, F4) fr A; und Abarbeiten von w
gegeben sei ein endlicher Automat * Erweiterung der Definition der
M, = (Q,, X, d,, O», F»,) fur A, dann gibt es Ubergangsfunktion:
auch einen endlichen Automaten 01(q,wa) = 64(64(q,w),a)
far Ay U Ay - Induktionsschluss: Maschine ist in
» Beweis Zustand (04(g¢,wa), 0-(q,,wa)) fir w a,

e Wir konstruierten einen Automaten wobeia €2 und w € 2"
M=(Q,Z, 9, gy, F) der A; U A, erkennt - Induktionsschritt: Flihre eine

 Der Rest des Beweises erfolgt durch Transition aus

eine Induktion Uber die Lange der Worte e Der Beweis folgt dann aus:
- Induktionsanfang: Maschine ist in g F ={(r1,r2) | r1 € I} oder ro € Iy}
flr e

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. 36 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg

Winter 2007/08 e .
Christian Schindelhauer

Mittwoch, 5. Marz 2008 36



Formale Sprachen und
Endliche Automaten

NFA
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Die Konkatenation

» Sind endliche Automaten auch unter Konkatenation
abgeschlossen?

» 1. ldee:

o Automat M, akzeptiert Sprache A
o Automat M, akzeptiert Sprache A,

e Konstruiere Automat M, der aus den Zustanden von M;
und M, besteht ... ? ....
» Nach langeren Probieren:
e |dee funktioniert nicht mit DFA!!!!

» Losung: Betrachte NFA

Rechnernetze und Telematik
38 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Ein nichtdeterministischer
Automat

»Was ist anders?
—Von g, gehen zwei Ubergénge mit 1 aus

—Von g, geht ein e-Ubergang nach g,
—Von g, fehlt der Ubergang bei Zeichen 1
—Von g fehlt der Ubergang bei Zeichen 0

»Wann akzeptiert so ein Automat?

0,1

Rechnernetze und Telematik
39 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Berechnung
@ eines NFA
0 —_
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Akzeptierende Berechnung
eines NFA

o S 0——

08
____________ o0

P _0'1

—oi
o S o—0-8

0 - =
0.1 mg
2OF
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Nicht akzeptierende
Berechnung

T B B

T —0:
- 0——

000

S 0—0—8

o o
o0

Rechnernetze und Telematik
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Wann akzeptiert ein NFA?

» Ein nicht-deterministischer endlicher

01 () mg
Automat (NFA - Nondeterministic

Finite Automaton ) @@

e akzeptiert ein Wort, . g
e falls es (unter allen moglichen) (o @@
mindestens eine akzeptierende 0---mmmmmmoes

01( ) mg
Berechnung gibt. —»@ ()@
01( ) mg

800
(=) (@@

01 () mg

Rechnernetze und Telematik
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1. Zustande Q = {q;, g2, A3, A4}
2. Alphabet > ={0,1}
3. Ubergangsfunktion:

Komponenten des Beispielautomaten

0(q4,0) = {a4}

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

,1) = {04,092}

- 0(q4,1) = {4}

- 6((:14’8) = @

4. Startzustand q, = q;

5. Akzeptierender Zustand F = {q,}

O 0 1 €
q1 {1} {g1,q2}| 9
q2 | {qgs} Z {gs}
g3 2 {q4} 2
Q4 {q4} {q4}

LQT%Q

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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Komponenten eines NFA

» Definition » Notation:
e Ein nichtdeterministischer endlicher e Sei2: =2 u {g}
Automat wird durch das 5-Tupel e P(M) die Potenzmenge von M

(Q, Z, 0, qo, F) beschrieben

- Q: Eine endliche Menge von
Zustanden

- 2: ist das Alphabet

- 0: Q x 2¢ — P(Q) ist die 0,1
Ubergangsfunktion
- o € Q: ist der Startzustand 0 1

- F ¢ Q: ist die Menge der
akzeptierenden Zustande

- z.B. P({a,b})={2,{a},{b},{a,b}}

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Berechnung eines NFA

» Definition

e Sei M= (Q, Z, 0, go, F) ein NFA
Falls es eine

- Darstellung der Eingabe w = viva...vm aus 2 und

- Folge ror1 ... rm von Zusténden aus Q gibt, wobei
* o=4do
* riv1 € O(h,Vis1), fUr alle i € {0, ..., m-1}
* rmekF

e dann akzeptiert M das Wort.

Rechnernetze und Telematik
46 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Formale Sprachen und
Endliche Automaten

L(NFA)=L(DFA)
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L(DFA) ¢ L(NFA)

Theorem

e Jeder deterministische endliche Automat hat einen
aquivalenten nichtdeterminstischen Automaten.

Beweis

e Jeder deterministische endliche Automat ist (praktisch)
ein nichtdeterministischer endlicher Automat.

Rechnernetze und Telematik
48 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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L(NFA) c L(DFA)

» Theorem » 1. Fall: kein e-Ubergang in &
e Jeder nichtdeterministischer endliche e Zustandsmenge: Q’ = P(Q),
Automat hat einen aquivalenten Q’ ist die Potenzmenge von Q
determinstischen Automat. e Alphabet bleibt gleich
e Ubergangsfunktion
» Beweis: FUr alle R e Q°und a € 2 gelte
e Gegeben sei ein 0'(R,a) ={qeQ|3reR : qe€d(r,a)}
nichtdeterministischer endlicher andere Notation:

Automat N = (Q, Z, 0, qo, F) ,
e dann konstruieren wir den DFA O, a) = LEJR{(S(T’ a)}
M=(Q’, 2,0, qo, F") wie folgt: e Anfangszustand: go = {qo}

o Akzeptierende Zustande

- Zustand R akzeptiert, falls ein
akzeptierender Zustand von F in R

F'={Re@'|3areR : reF}

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Potenzmenge

» Zustandsmenge: Q’ = P(Q)
e ' ist die Potenzmenge von Q

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008
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Ohne s-Ubergang

» Ubergangsfunktion b
e Furalle Re Q°und a € 2 gelte

0(R,a)={qeQ|IreR : gei(r,a)}

andere Notation: / \

§'(R,a) = | J{o(r,a)}

reR
» Anfangszustand:

* do = {qo}
» Akzeptierende Zustande 2

F'={Re@Q |dIreR : rekl}

e Zustand R akzeptiert, falls ein /
akzeptierender Zustand von F in R ist

Rechnernetze und Telematik
51 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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L(NFA) C L(DFA)

» Gegeben sei ein » 2. Fall: Mit e-Ubergang in &
nichtdeterministischer endlicher e Zustandsmenge: Q' = P(Q),
Automat N = (Q, Z, d, qo, F) Q’ ist die Potenzmenge von Q
- (@, 2,0, q0', F) wie folgt: - Firalle R e Q“und a € X gelte
> Notation: §(R,a)={qeQ|3reR : g E({s(r,a)})}
E(R) = {q | q wird von R durch keinen, andere Notation:
einen oder mehrere 6 (R, a) U E({d(r,a)})
e-Ubergange erreicht} reR

e Anfangszustand: qo = E({qo})
o Akzeptierende Zustande:

- Zustand R akzeptiert, falls ein
akzeptierender Zustand von F in R
Ist

F'={Re@'|3areR : reF}

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Mit :-Ubergang

- _ a,b
» Ubergangsfunktion 7
e Furalle Re Q°und a € 2 gelte 0
0'(R,a) ={qeQ|Ire R : g€ E({6(r,a)})} /’ ‘\
andere Notation:

o'(R,a) = ) E({8(r,a)})
> AnfangszustanaE:R

616 = E({qo})
» Akzeptierende Zustande 2

F'={ReQ |dreR : reF} / 3
e Zustand R akzeptiert, falls ein b & a
akzeptierender Zustand von F in R ist

Rechnernetze und Telematik
53 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Ein alternativer Beweis fur den Abschliuf3

uber der Vereinigung

» Bewelisskizze:

N4
O
e Betrachte NFAs N1 und N2 —()
O O
o Konstr_L_Jiere N mit neuem Startzustand @ @
und e-Ubergangen zu den \ |
Startzustanden von N1 und N2
N5
e NFA N akzeptiert L(N1) u L(N2) *O@
@ O
L ©
Informatik Il
Winter 2007/08 54
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Abschluss unter Vereinigung

» Alternativer Beweis » Konstruktion von N = (Q, Z, 9, qo, F)
e Gegeben seien nichtdeterministische ® SO dass
endliche Automaten L(N)= L(N+1) u L(N2)
- N¢ = (Qq, £, 01, g1, F1) und e Zustandsmenge: Q = {go} u Q1 U Q2
- N2 = (Q2, 2, 02, q2, F2) e Anfangszustand: qo
N N o Akzeptierende Zustande:
1, \ , \
5 , - F=F1uFo
—~O 5 O e Ubergangsfunktion
O A O
90 *10g
T QQ o (6i(g.a), qe @
N2 r \ ) . 5(Q,CL) _ 52(Q7a) , g€ QZ
NG 8\/»@ {q1,92}, g=qounda=¢
© © 2 q=qounda#e
®" ON
O © O ©
Informatik Ill ) ’ Rechnernetze und Telematik
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Formale Sprachen und
Endliche Automaten

REG und regulare
Ausdrucke
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Die regularen Sprachen sind gegenuber der
Konkatenation abgeschlossen

» Beweisskizze:
e Betrachte NFA N1 und N2

e Konstruiere NFA N mit e-Ubergangen
von allen akzeptierenden Zustanden
von NFA N1 zu dem Startzustand von
NFA N2 O

e Neuer Startzustand von N ist
Startzustand von N N

e Die neuen akzeptierenden Zustande
sind die von N2

e NFA N akzeptiert L(N1)L(N2) O

'
O

!
O
o O
CPQ
T

\
©
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Abschluss unter Konkatenation

» Theorem

e Die Menge der reguldren Sprachen
Ist abgeschlossen unter
Konkatenation

» Beweis:

e (Gegeben seien nichtdeterministische
endliche Automaten

- N1 — (Q1, z, 61, a1, F1) und
- N2 =(Q2, 2, 02, g2, F?)

Oo@

Informatik it
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

» Konstruktion von N,

e sodass L(N)= L(N1) L(N2)

e Zustandsmenge: Q' = Q1 u Q2

e Anfangszustand: o = Q41

e Akzeptierende Zustande: F = F»
» Ubergangsfunktion

( 01(q,a) , q € @1 und g & Fy
5(q.a) = < 01(q,a) , g€ Flunda#e¢
LYY 61(g,0) U{g}, geF unda=e
\ (Q,CL), quQ

> Iforrektheit der Konstruktion zur
Ubung empfohlen
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Die regularen Sprachen sind unter dem Stern-
Operator abgeschlossen

» Beweisskizze: N1 )
e Betrachte NFA Nj

e Konstruiere NFA N mit neuem _,Q O @
o ©

Startzustand O

e -Ubergang vom neuem Startzustand
zum Alten

e e-Ubergangen von allen N
akzeptierenden Zustanden zum
Exstartzustand

e Der Rest von V bleibt gleich

E
¢ LIN) = LNy Ot Qﬁ@@
0y ©
O

Rechnernetze und Telematik
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Abschluss unter der Stern-Operation

» Theorem

e Die Menge der reguldren Sprachen
ist abgeschlossen unter der Stern-
Operation

» Bewels:

e Gegeben sei der
nichtdeterministische endliche

Automat
- N1 = (Q1, 2, 01, g1, F1) und

N, N
.0 © © <50
O O @ ﬁ@' QQ o @
O
Informatik 1l
Winter 2007/08 60

Mittwoch, 5. Marz 2008

» Konstruktion von N mit

L(N)= L(N1)*
e Zustandsmenge: Q' = {go} u Q1
e Anfangszustand: qo

o Akzeptierende Zustande:
F ={qo} u F1

e Ubergangsfunktion

y

) q€ Qiund g & Fy

51<Q,CL )
51(Q7a’)7 qEFl unda;ée

0(q,a) =< 01(q,a)U{q1}, g€ Frunda=c¢
{q1} , q=gqound a=c¢€
L0, qg=qo und a # ¢

e Rest des Beweises zum Uben
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Regulare Ausdrucke

Definition

R ist ein regularer Ausdruck, wenn R einer der
folgenden Darstellungen besitzt

e g, furein Zeichenae 2

3
%,

AN SN S

R+ u R2), wenn Ry und R2 regulare Ausdrucke sind

R+ ° Ro), wenn Ry und Rqo regulare Ausdricke sind

R4)*, wenn R1 ein regularer Ausdruck ist

61
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Notation

» Statt R1 ° R2 schreiben wir R1 R2
» Bindung:

e zuerst Stern, dann Konkatenation, dann Vereinigung

aobuili*oa*uc*ok
=(@ob)u ((i") o a*) u((c*) ok

e Schoner:

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

ab ui*¥a* v c*k

62
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Beispiele

» Zum Warmwerden: Was ist
das?

e flick U flack =
fl (1 U a) ck

e fidera(la)*la

e 0*10*

e (0UlU2U3U4U5U6U7U8BUI9)*(0U

5)
» Kniffliger:
e ottou O
e otto €
o octeteo o O
» Praktisch unlosbar (oder?)

63

Evu @
god
£+
o

Der Kniuller
e Jo (Bu (Do)
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Regulare Ausdrucke beschreiben
regulare Sprachen

» Lemma

¢ Jeder regulare Ausdruck R
beschreibt eine regulare Sprache

» Beweis
e \Wir konvertieren R in einen NFA
1.FallR=a, firae 2

- Automat: C @
_> a

- Formal:

= ({91,922}, %,0,q1,{92})
(Q17 ) — {QQ}
§(r,b) =0, fir r # q; oder b # a

Informatik Il 64
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

2.FallR=¢
- Automat: _'@
- Formal: N = ({q1},%,0,q1,{q1})
5(7“, b) = 0, fir alle r, b
3.FallR=0 —»O
- Automat:
§(r,b) =0, fur alle r, b
4. Fall: R = (R1 u Rp)
5. Fall: (R1 ° Rp)
6. Fall: (R1)* siehe vorherige Folien

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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REG lasst sich durch regulare
Ausdrucke ausdrucken

» Strategie:

e EinflUhrung der verallgemeinerten
nichtdeterministischen endlichen
Automaten (Generalized Non-
deterministic Finite Automata - GNFA)

e NFA = GNFA
e GNFA — Regularer Ausdruck
» Eigenschaften GNFA:
e GNFA = NFA + regulare Ausdricke
e Regulare Ausdriicke auf Ubergdngen
e Ein akzeptierender Zustand
e Alle Uberginge existieren auBer

- Kein Ubergang zum Startzustand
- Kein Ubergang vom akz. Zustand

Rechnernetze und Telematik
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REG lasst sich durch regulare O

Ausdrucke ausdrucken b

» Strategie:

e NFA mit k Zustanden
— GNFA mit k+2 Zustanden

¢ GNFA mit k+2 Zustanden
— GNFA mit k+1 Zustanden

¢ GNFA mit k+1 Zustanden
— GNFA mit k Zustanden

e GNFA mit 3 Zustanden
— GNFA mit 2 Zustanden

e GNFA mit 2 Zustanden
— Regularer Ausdruck

a*b(a U b)*

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008
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GNFA mit k Zustanden
— GNFA mit k-1 Zustanden

» Wie kann man einen Zustand im GNFA
einsparen? g

e Zustand Qraus soll raus
e Betrachte alle anderen Paare q;,q;

e Jeder Weg von gi nach g; kann
entweder

- nach graus flhren (R+)

- dort beliebig haufig qraus die
Schleife Uber graus Nnehmen (R2)*

- dann nach gj gehen (R5)

e oder Uberhaupt nicht Gber graus gehen:

- (R4)
Q (RP(Ry)*(Rg) U (Ry)
q; >
Informatik Il Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 67 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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GNFA mit k Zustanden
— GNFA mit k-1 Zustanden

@ (RP(Ry)*(Rg) U (Ry)
i >

Rechnernetze und Telematik
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GNFA mit k Zustanden
— GNFA mit k-1 Zustanden

0 R4
. di >
ab R1 R3
baua®
bb

R

\

a(aa u b)*

D(Ro)*(Rg) U (Ry)
E 3 >
T a(@aub)*abub (bava)(aaub)*ue ‘

(bava)(aaub)*abubb
Informatik Il 69
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Und jetzt ausfuhrlich:

» Lemma

e Jeder GNFA mit k>2 Zustanden laBt sich in einem
aquivalenten mit k-1 Zustanden umformen.

» Beweisschritte
e Formale Definition des GNFA
e Formale Definition der Berechung eines GNFAs
e Definition der Operation Konvertiere(G)
- der ein GNFA um einen Zustand reduziert

e Beweis der Korrektheit der Operation

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Definition eines GNFA

» Definition

e Ein verallgemeinerter
nichtdeterministischer endlicher
Automat (GNFA) wird durch das 5-

Tupel (Q, Z, 0, Qstart, Qakz) beschrieben
- Q: Endliche Menge von Zustdnden
- 2: Alphabet

- 0: (Q\{dakz}) x (Q\{gstart}) — R ist die
Ubergangsfunktion

* R ist die Menge der regularen
Ausdrucke

- Qstart € Q: ist der Startzustand

- Qakz € Q: ist der akzeptierende
Endzustand

Rechnernetze und Telematik
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Berechnung eines GNFA

» Definition

e Ein GNFA N = (Q, Z, 6, Jstart, CIakz)
akzeptiert ein Wort w € 2* falls es

e w = abbbaaaaabb
= abbbaaaaab b

- eine Darstellung der Eingabe w =
W1 W2 ... Wn mitw € 2* gibt aa

- und es eine Folge gqo g1 ... gm vON
Zustanden aus Q gibt, wobei

* o = Qstart
* Qm = (akz abuba
« far alle i: wi € L(R)) gilt

Ri = 0(qi-1,9)

- dann akzeptiert N das Wort.

Rechnernetze und Telematik
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Der KONVERTIERER

» Konvertiere(G=(Q, X, 8, qstart, Jakz) :GNFA): Ry

e k = Anzahl der Zustinde von G 9 ’
» Falls k=2 dann R @ Ry

e Gib regularen Ausdruck zwischen Startzustand

und akz. Zustand aus
» Falls k>2 dann
e Wahle belleblg Jraus € Q\{C{akz,Qstart}

e Betrachte GNFA G’ = (Q’, 2, &’, Qstart, Qakz) Mit Rs
- Q' =Q\ {CIraus}
- Fir alle gi € Q\{qakz und gj € Q\{Qstart} SE€I ‘
5 (g0 < (Ro) (59 R o (B9

- wobei Ri= 6(Q|,Qraus) R2— S(Qraus,Qraus),

o= OG0, Re=S@ra) (R;)(Rp)"(Rg) U (Ry)
* Berechne rekursiv Konvertiere(G’) d; >

Rechnernetze und Telematik
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Bewelis der Korrektheit

» Behauptung - Dann stehen vor oder nach einer Folge

e Flr jeden GNFA G ist von Qraus andere Zustande

G’ = Konvertiere(G) aquivalent zu G. - Seien dies g und q;
- dann ist das Teilwort von gi nach g;im

Ausdruck (R1) (R2)* (Rs) enthalten

» Angenommen G’ akzeptiert w

e Dann sei Qstart, 91, 92, ... Jakz die Folge der
Zustande

e Dann kann jeder Ubergang mit Teilwort w’
zwischen zwei Zustanden gi und q

» Beweis durch Induktion uber
k = Anzahl der Zustande von G
» Basis (Anker): k=2
e Der GNFA G hat nur einen Ubergang

e Nach Definition ist er aquivalent mit dem
regularen Ausdruck auf dem Ubergang

» Induktionsschritt: Angenommen die dargestellt werden durch einen direkten
Behauptung ist wahr fir k-1 Zustande Ubergang in G falls w’ € L(R4)
e Angenommen G akzeptiert w und sei Qstart, e oder durch einen Weg Uber Qraus
g1, 92, ... Qakz die Folge der Zustdnde falls w’ € L((R1) (R2)* (R3))
e 1. Fall: graus ISt nicht in der Folge: e In jedem Fall wiirde auch G das Wort w
- dann bleibt alles unverandert akzeptieren
e 2. Fall: graus ist in der Folge: » G akzeptiert also gdw. G’ akzeptiert

Rechnernetze und Telematik
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Daraus folgt...

» Theorem

e Die regularen Ausdricke beschreiben genau die
regularen Sprachen.
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Noch ein Beispiel

ab

a(aa u b)* \ a
(s (7)) <. (o —=—(
a(@aub)abub (baua)(aaub)*ue

bb

(baua)(aaub)*abubb
Rechnernetze und Telematik
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Weiter

a(aa u b)* \
Q=0
a(aaub)*abub (bava)(aaub)*ue

— o s

(baua)(aaub)*abubb

\

(a(aa U b)*ab u b) ((bauva)(aaub)*abubb)*((bava)(aaub)*ue) u a(aa u b)*

O— O

Rechnernetze und Telematik
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Mittwoch, 5. Marz 2008

Formale Sprachen und
Endliche Automaten

Pumping-Lemma
fur regulare
Sprachen

/8



Das Pumping-Lemma

» Motivation
¢ Regulare Sprachen sind die Stottottottottererer der Sprachen
e \Was ist nicht regular?
- Palindrom = {w € {a,b}* | Vie {1,...,|w|} : wi = W}y _i11}

= {¢,a,b,aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, . ..}

- Kopie={ww|we >}
- Klammersprachen, z.B. Syntaktische Uberpriifung von
((atb)-b = (a))/(b))+b-a

- Zahlsprachen, z.B.
{w & {0,1}* | die Anzahl der Oer = Anzahl der 1er}

- Menge der Primzahlen, Quadratzahlen

» Wie kann man aber zeigen, dass etwas nicht regular ist?
e Durch das Pumping-Lemma

Rechnernetze und Telematik
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Das Pumping-Lemma

» Pumping-Lemma

e Sei A eine regulare
Sprache.

- Dann gibt es eine Zahl p>0

- so dass fir jedes Wort s € L
mit [s|=p
- s in drei Teile geteilt werden kann:
S = Xyz, wobei gilt
* fUr alle i=0: xy'z € A

“ly|>0

* |xyl < p.
Informatik Il 30
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

» Positive Aussage:

e Betrachte Sprache:
A = L(Stott(ott)*(er)”)
-p=28
- s = Stottottererererer
- x=Stott, y=ott
- z=ererererer

-y #E
- [xy| < 8
e All diese Worte sind in A:
- Stottererererer
- Stottottererererer
- Stottottottererererer

Rechnernetze und Telematik
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» Pumping-Lemma

e Sei A eine regulére
Sprache.

- Dann gibt es eine
Zahl p>0

- so dass fur jedes
Worts € L
mit [s|=p

- sin drel Teile
geteilt werden
kann: s = xyz,
wobel gilt

* v i20: xy'ze A

* |yl >0
* |xyl < p.
Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

Pumping-Lemma

Beweisidee

» Beweisidee

e Es gibt nur endlich
viele Zustande im
DFA von A

e Auf langen Worten
wiederholen sich
manche Zustande

e Das zugehorige
Wort y kann also
beliebig oft
eingesetzt werden!

81
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Der Beweis des Pumping-Lemmas

» Pumping-Lemma

e Sei A eine regulare
Sprache.

- Dann gibt es eine Zahl p>0
- so dass flr jedes Wort s € L mit |s|=p

- s in drei Teile geteilt werden kann:
S = Xyz, wobei gilt

* Vi=0: xy'ze A

* ly|>0
* |xy| = p.
» Beweis:

e Sei M= (Q, 2, 9, qo, F) ein DFA der A
akzeptiert mit p=|Q| Zustanden

® Sei s =s1S2...5h ein Wort in A der Lange
n=p

Informatik Il 8o
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

e Sei g = rira... rn+1 die Folge der Zustande in

M bei der Berechnung von s.
Diese Folge hat Lange n+1 > p+1

Dann muss ein Zustand mehr als einmal
vorkommen in den ersten p+1 Zustanden

Sei rj das erste Vorkommen solch eines
Zustandes und sei rx das zweite
Vorkommen

damit ist k < p+1

Sei X = $182...Sj-1, Y = SjSj+1...Sk-1,
Z = SkSk+1...Sn

Dann muss M xy'z akzeptieren, da

- X Startzustand r1 in Zustand r;,

- y Zustand rjin rj und

- z Zustand rjin den akz. Zustand rn
uberfuhrt.
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Das Pumping-Lemma ist ein
Killerargument

» Beispiel:
e Sei B={0"1"|n = 0}
» zu zeigen: B ist nicht regular
¢ Angenommen doch
¢ (Pumping-Lemma)
e Dann gibt es eine Zahl p>0
e so dass fur jedes Wort s € L mit |s|=p

¢ s in drei Teile geteilt werden kann:
s = Xyz, wobei gilt

- fur alle i=0: xy'z e B
- lyl>0
- [xyl < p.

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

83

» Daraus folgt fur s =0°P1P c B
e dann ist xy € L(0%)
e undly| >0
e Seim =y

» Dann mussten nach dem Pumping-Lemma
folgende Worte in B sein:

¢ i=0: Das Wort xz = OP-M1P
* i=1: Das Wort xyz = OP1P
e i=2: Das Wort xyyz = OP+*™1P
. 'R
e Bis auf i=1 gilt xy'z ¢ B
» Das Pumping-Lemma liefert Worte, die
nicht in B sind
» Daher kann B nicht regular sein
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Das Pumping-Lemma noch einmal

» Betrachte die Sprache
e F={ww|we{0,1}*]
» zu zeigen: B ist nicht regular
e Angenommen doch
¢ (Pumping-Lemma)
e Dann gibt es eine Zahl p>0
e so dass fiur jedes Wort s € L mit [s|zp

e s in drei Teile geteilt werden kann:
S = Xyz, wobeli gilt
- fur alle i=0: xy'ze B
- lyl>0

- [xy| = p.

Informatik Il

Winter 2007/08 84
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» Daraus folgt fur s = 0P10P1 € F
e dann ist xy € L(0%)
e und|y|>0
e Seim=y|

» Dann mussten nach dem Pumping-Lemma
folgende Worte in C sein:

¢ =0: Das Wort xz = OP-m10P1
e =1: Das Wort xyz = OP10P1
e =2: Das Wort xyyz = OP+M™10QP1
e i=3: Das Wort xy3z = Qr+>m1(Qr1
o ..
e Bis auf i=1 gilt xy'z ¢ F
e Das Pumping-Lemma liefert Worte, die nicht
in F sind
» Daher kann F nicht regular sein
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Das Pumping-Lemma,
das 3. Mal

» Betrachte die Sprache
e D ={1m| fir m=n?, n=0}
» zu zeigen: B ist nicht regular
¢ Angenommen doch
¢ (Pumping-Lemma)
e Dann gibt es eine Zahl p>0
e so dass fir jedes Wort s € L mit [s|zp

e s in drei Teile geteilt werden kann:
S = Xyz, wobei gilt

- fUr alle i=0: xy'ze B
- lyl>0
- [xy[ = p.
» Betrachte 1™
e mit m=p fur ein p>1

Informatik Il
Winter 2007/08
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» Dann ist

* |xz| = m-p eine Quadratzahl

e [xyz| = m eine Quadratzahl

* [xy?z| = m+p eine Quadratzahl
e |xy3z| = m+2p eine Quadratzahl

» Aber: der Abstand zwischen
Quadratzahlen wachst

* (n+1)?-n° = 2n+1

e Also ist irgendwann 2n+1 > p und
dann kann fur n>(p-1)/2

e nicht zugleich |xyz|=n? und |xy?z|
Quadratzahlen sein.
» Also ist D nicht regular
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Mittwoch, 5. Marz 2008

Formale Sprachen und
Endliche Automaten

Aquivalenzklassen

und der Satz von
Myhill-Nerode
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Aquivalenzklassen
Definition und Beispiel

» Definition

e FUr eine Sprache L C 2* bezeichnen
wir zwei Worte x,y € 2* als
L-aquivalent, geschrieben als

X =LY,
wenn fur alle Worte z € 2 qilt
xzelL & yzel .

e Die Menge aller zu x aquivalenten
Worte wird als Aquivalenzklasse von
X bezeichnet

XIL={w e 2* | w =L x}

e Die Anzahl der Aquivalenzklassen
wird Index bezeichnet

Informatik Il 87
Winter 2007/08
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» 1. Beispiel: B={0"1" | n = 0}

e Worte in B: {g, 01, 0011, 000111,...)
e Aquivalente Worte:
¢ 1=10=11 =100 =5 101 =5....

- kein angehangtes Wort kann das
Wort zu einem Wort der Sprache
erganzen

e 01 =g 0011 =5 ...

- weil nur € angehangt werden darf
damit das Wort in B ist

e 001 = 00011 =5 0000111

- nur durch Anhangen von 1 kann
ein Wort in B erzeugt werden
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Aquivalenzklassen: Beispiel

» 1. Beispiel: » 2. Beispiel: Fur 2 = {0,1}
e Betrachte B = {0"1" | n = 0} e A=LEZ"03)
={g, 01, 0011, 000111,...} = {00,01,000,001,100,101,...}
e Es gibt folgende Aquivalenzklassen: » Aquivalente Worte:
- Be = {g} og =a1=a11=4011 =111 =a 0011
- B ={0"™ | m>n=0} u =A ...
L(2*12"02%) ® 01 =A 001 =a 101 =4 0001 = ...
- Bo={0""| n>1} e 0=A10=4010 =110 =A 0010 =a ...
- B1={0™"1"| n=0} e 00 = 000 =A 100 =A 0000 =a ...
- B2 = {0™41" | n=0} » Aquivalenzklasen:
- Bs = {0"*1" | n20} e [00]a, [01]a, [10]a, [11]a

» Der Index von A ist 4
e Der Index von B ist unendlich.
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Aquivalenzklassen beschreiben
das Gedachtnis eines DFA

» Lemma:

e Fallsx=,yundxel,danngiltyelL
e Fallsx =Ly, dann gilt xa = yaflrallea e 2

» Beweis:
e folgt direkt aus der Definition

» Hat ein DFA M den Zustand q mit zwei verschiedenen
Worten x und y erreicht, dann gilt:
* X=1mY
e Denn im folgenden wird M sich voéllig identisch
verhalten.

e Gibt es zwei Zustande im DFA, ab der fur jedes
folgende Teilwort das gleiche Ergebnis herauskommt,
so kOnnen sie zu einem vereinigt werden.

» ldee: der Index beschreibt die Anzahl der Zustande
des minimalen Automaten

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il 89
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008 89



Der Satz von Myhill-Nerode

» Theorem (Teil 1)

e |st der Index einer Sprache A gleich k, dann gibt es
einen DFA mit k Zustanden der A akzeptiert.

» Beweils
e Konstruiere DFA M= (Q, Z, 9, go, F) mit
- Q={[x]a| x € 2*}
O([X]a, @) = [xa]a
o = [€]a
F ={[w]a|w e A}

e Nach dem letztem Lemma akzeptiert M das Wort w
gdw. w € A

» 2. Beispiel:
e A=2"02
e Aquivalenzklasen: [00]a, [01]a,[10]a ,[11]a
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Der Satz von Myhill-Nerode

» Theorem (Teil 2) e Beweis:
e Jeder DFA M mit k Zustanden - Fdr alle x,y e Lgund z € 2 qilt:
akzeptiert eine Sprache mit « 8(9,2) = 8(go,x2) = 8(qo,y2)
Index < k.

- Also x = m») Y
» Betrachte einen Zustand q des DFA

- » Wenn jeder der k Zustande nur
e Definiere: Lq = {w € Z*| 9d(qo,w) = q}

aquivalente Worte hat, dann kann es

- wobei héchstens k Aquivalenzklassen
o(q,wa) := 0(0(q,w),a) fira e 2 geben

» Behauptung: Lq beinhaltet nur
aquivalente Worte bezuglich L = L(M)
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Der minimale endliche
deterministische Automat

» Korollar

— Die Anzahl der Zustande eines minimalen endlichen
Automats entspricht der Anzahl der Aquivalenzklassen

der zugehorigen Sprache

> Beweis:
— Es gibt einen DFA mit k=Index Zustanden
— Jeder DFA hat mindestens k Zustande
— Dabher ist der durch die Aquivalenzklassen definierte
Automat minimal.

> Mit der Kenntniss der Aquivalenzklassen lisst sich ein
minimaler DFA konstruieren

Rechnernetze und Telematik

Informatlk - 92 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Winter 2007/08 e .
Christian Schindelhauer

Mittwoch, 5. Marz 2008 92



Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

Aquivalenzklassen zum Beweis der
Nichtregularitat

Theorem (Teil 2)

e Jeder DFA M mit k Zustdnden akzeptiert eine Sprache
mit Index < k.

Beweis

e |st der Index einer Sprache unendlich, dann kann es
keinen endlichen Automaten geben, der die Sprache
akzeptiert.

Aus der Kenntnis unendlicher Aquivalenzklassen lisst
sich also die Nichtregularitat beweisen
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Be

ispie

Betrachte B = {0"1" | n = 0} = {¢,01,0011,000111,...}

e Es gibt folgende Aquivalenzklassen:

Be = {¢}

B ={0"™|m>n=0} u L(Z*1 =* 0 =¥

Bo = {0™1" | n>1}

B = {On+11n
B, = {On+21 n
Bs = {On+31 n

n>0}
n=0}
n=0}

e Der Index von B ist unendlich.

Also ist B nach dem Satz von Myhill-Nerode nicht regular.
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Formale Sprachen und
Endliche Automaten

Ende
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