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Turingmaschinen

» DFA mit
¢ unbeschranktem Band
Eingabeband
» Eingabe steht zu Beginn am Anfang
des Bands a|b|bja|_|_|_/|_L
» Auf dem Rest des Bandes steht _ A
(Blank) Lese- & Schreibzeiger
» Position auf dem Band wird durch \
Lesekopf beschrieben
Steuerung
durch DFA
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Turingmaschinen

» Der nachste Rechenschritt ist
eindeutig festgelegt (determiniert)
durch

e aktuellen Zustand und Eingabeband
e aktuelles Zeichen alb | b | a
» Rechenschritt T

e (berschreibt das aktuelle Zeichen Lese- & Schreibzeiger
durch ein neues

e Kopf bewegt sich nach rechts oder \
links Steuerung

e Zustand verandert sich durch DFA

Rechnernetze und Telematik
4 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beispiel einer Turing-Maschine

» L ={wi#w |w {0, 1}*}
» Vorgehensweise:

¢ \/on links nach rechts Uber das Wort
laufen

¢ Erstes Zeichen links merken und
|6schen

e Erstes Zeichen rechts von # vergleichen
und l6schen

e FUr alle Zeichen wiederholen
¢ | inks durfen dann nur noch x folgen

¢ Falls Zeichen an einer Stelle nicht
Ubereinstimmen ablehnen, sonst am
Ende akzeptieren

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

Eingabeband

Steuerung durch DFA

Fehlende
Uber-
génge

kommen
hier an

—»(R

| ~(R)
x—(x,R)

Rechnernetze und Telematik
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Eingabeband

O | 1 O | # | 0 | 1 1

t

Lese- & ?Chreibzeiger Steuerung durch DFA

Fehlende
Uber-
gange

kommen
hier an
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Eingabeband

1 # X 1

Steuerung durch DFA

!

X

/O
‘QE:::J

Fehlende
Uber-
gange

kommen
hier an

!
2 O
o I

l

l

:U

(x,R)
(O.R)
(1,R)
(R)
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Eingabeband

# | X | X

Steuerung durch DFA

!

X

-

< 0
Q (
Fe__hlende
Uber-
gange
kommen
hier an

(

!
- O X
o 0 X

{

!
T

)
)
)
)
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Eingabeband

# | X | X

Steuerung durch DFA
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» Eine (deterministische 1-Band)
Turingmaschine (DTM) wird
beschrieben durch ein 7-Tupel

e M = (Q, 2, [ ,6, Jo, Jaccept, Qreject)-

e Q, 2, I sind endliche, nichtleere
Mengen und es gilt:

-2cl, geqQ

- _ e I'n2 ist das Blanksymbol.

- 2 ist das Eingabealphabet
- [ das Bandalphabet.

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

DTM

e Zustandsmenge Q
- go € Q ist der Startzustand.

- Qaccept € Q ist der akzeptierende

Endzustand
- Qreject € Q ist der ablehnende

Endzustand
» (partielle) Ubergangsfunktion
¢5:Qxl > QxTx{L R}
¢ nicht definiert far
g € {Qaccept, Oreject} S Q definiert

Rechnernetze und Telematik
27 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Arbeitsweise einer DTM

» Initial:
e Eingabe stenht links auf dem Band
e Der Rest des Bands ist leer
e Kopf befindet sich ganz links

» Berechnungen finden entsprechend
der Ubergangsfunktion statt

¢ \Wenn der Kopf sich am linken Ende
befindet und nach links bewegen soll,
bleibt er an seiner Position

e \Wenn der Kopf sich am rechten Ende
befindet, wird ein _ an das Band
angehangt.

» Wenn q,ccept Oder et €rreicht wird,
iIst die Bearbeitung beendet

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

Eingabeband

0O | 1 # ] 0 | 1

Steuerung durch DFA

1—-(1,R) x—(x,R)

Fehlende
Uber-
génge

kommen
hier an

—»(R

/ S )
x—(x,R)

Rechnernetze und Telematik
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Konfiguration

» Momentaufnahme einer DTM
e Bei Bandinschrift uv

e dabei beginnt u am linken des Bandes und hinter v
stehen nur Blanks

e Zustand q,

o Kopf auf erstem Zeichen von v

» Konfiguration C = uqv

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. 29 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Winter 2007/08 e .
Christian Schindelhauer

Donnerstag, 13. Dezember 2007
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Aufeinanderfolgende
Konfigurationen

» Gegeben: Konfigurationen C4, C>
» Wir sagen:

e Konfiguration C1 fuhrt zu Co, falls die TM von C+ in
einem Schritt zu C2 Ubergehen kann.

» Formal:

e Seien a,b,c €[ , u,ve ' und Zustande qi,qgj gegeben

» Wir sagen
e uagibv fihrtzu uqgjc by, falls d(qgi,b) = (gj,c,L) und
e uagibv fihrtzu uacqy, falls d(qgi,b) = (g;,c,R)

Rechnernetze und Telematik
30 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007 30



Konfigurationen

» Startkonfiguration:

e (oW, wobei w die Eingabe ist
» Akzeptierende Konfiguration:

e Konfigurationen mit Zustand Qccept
» Ablehnende Konfiguration:

e Konfigurationen mit Zustand qgject
» Haltende Konfiguration:

e akzeptierende oder ablehnende Konfigurationen

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 31 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Akzeptanz der DTM

» Eine Turingmaschine M akzeptiert eine Eingabe w,
falls es eine Folge von Konfigurationen C,, C,, ..., C,

gibt, so dass
o C, ist die Startkonfiguration von M bei Eingabe w

® Ci fUhrt ZU Ci+1
o C, ist eine akzeptierende Konfiguration

» Die von M akzeptierten Worte bilden die von M
akzeptierte Sprache L(M)

» Eine Turingmaschine entscheidet eine Sprache, wenn
jede Eingabe in einer haltende Konfiguration C,

resultiert

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Berechenbarkeitstheorie

DTM-Beispiel

33
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Beispiel fur eine Turingmaschine

» Gesucht: Turingmaschine, die
e L={a* |ne{0,1,2,..1}
¢ entscheidet

» Arbeitsweise:

e \Wenn nur ein a auf dem Band ist,
akzeptiere

e Falls die Anzahl der a's ungerade ist,
lehne ab

e (Gehe von links nach rechts Uber die
Eingabe und ersetze jedes zweite a
durch x

e Bewege den Kopf zurlck an das linke
Ende

Informatik Il

Winter 2007/08 34

Donnerstag, 13. Dezember 2007

d d ddada d aj-

d a/ xja|/x|a| x| -

g X | x|@l x| x| X ]| _

g X | X | X | X | X | x| _
Akzeptiert

a aaala -|-|-

ajxja|xa/x|-|-|-
Abgelehnt

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Christian Schindelhauer
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Beispiel

» Definition der Turingmaschine:
e Q= {qh O2, d3, 445 Q55 Jaccepts Qreject}

> ={a}
r={a, x,_} 0 a X _
» Besondere Zustande:
’ ’ R i y X, R i y y R
e Startzustand a q1 (q2 — ) (qreject ) (qreject — )
o Akzeptierender Endzustand q,ccept d | (93 X, R) (9, X, R) (qaccept’ LR
e Ablehnender Endzustand qgject
> Ubergangsfunktion 0 q3 (q4! a! R) (q3! X’ R) (q5! — L)
Q4 (CI3, X, R) (q4a X, R) (qreject’ —’ R)
q5 (q5a d, L) (q5! X, L) (q2’ — R)
Informatik III Rech.nernet.ze und Telematik
Winter 2007/08 35 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Donnerstag, 13. Dezember 2007
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Abarbeitung eines
Beispielworts

» Beispiel
e \Wort: 0000

» Startkonfiguration:
e 010000

» Ubergangsfunktion

0 a X B

d; | @ - R) | Qjecy X R) | (Qrejectr — R)
d> | (@3 % R) (A X, R) | (Qaccepr — R)
d; | (@4 a R) (a3, X, R) (@5, _, L)
ds | (@3 % R) (a4 X, R) (ejectr — R)
ds | @s a, L) s X, L) (@5, _, R)

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

36

Eingabeband

a a a a

'

Lese- & Schreibzeiger

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

36



Eingabeband

d a d da

a—(_, Konfiguration
—»| 94
_(LR)
X—(x,R) 3 3
\

37
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Eingabeband

a d da

Konfiguration

S O/E

38

Donnerstag, 13. Dezember 2007



Eingabeband

X d da

Konfiguration

B X

39
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Eingabeband

X d a

Konfiguration

40

Donnerstag, 13. Dezember 2007




Eingabeband

X a

Konfiguration
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Eingabeband

X d

Donnerstag, 13. Dezember 2007

42

Konfiguration
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Eingabeband
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Konfiguration
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Eingabeband
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44



Eingabeband
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Konfiguration
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Eingabeband
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Eingabeband
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Eingabeband
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Eingabeband
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Konfiguration
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Eingabeband
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Konfiguration
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Konfiguration
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Eingabeband
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Eingabeband

X X X

akzeptierende
Konfiguration

)

q

58
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Berechenbarkeitstheorie

Mehrband-DTM
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Mehrband-Turing-Maschinen

» Eine Mehrband oder k-Band
Turingmaschine (k-Band DTM)

e hat k Bander mit je einem Kopf. Zeiger
. ] ] Eingabeband
» Die Ubergangsfunktion ist dann von 1o lola
der Form Zeiger — 1
_ K K K Steuerung
*d:Qxk—>QxTIKx {L, R} durch DFA W Arbeitsband
_ _ _ _ Zeiger oL 1 | I I L I
» Die Arbeitsweise ist analog zu 1-Band- Arbeitsband
DTMs definiert.
e Zu Beginn steht die Eingabe auf dem
ersen Band, Arbeitsband

e sonst stehen Uberall Blanks.

Rechnernetze und Telematik
60 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il
Winter 2007/08
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Aquivalenz von 1-Band und Mehrband-

Turing-Maschinen
» Satz: Zeiger Eingabeband
e /Zu jeder Mehrband Turingmaschine coege el -1-
gibt es eine &quivalente 1-Band Steuerung ——Zeg%‘ Arboiteband
Turingmaschine b [bla|l_|_|_]_
Arbeitsband
» Beweis: il Il I
¢ |dee: Simuliere Mehrband DTM M auf Arbeitsband
1-Band DTM S al|lb|blal_|_|_|_
Eingabeband
a|b|blaj|_|_|_1|.
|

Lese- & Schreibzeiger

G

Steuerung
durch DFA

Rechnernetze und Telematik
61 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il
Winter 2007/08
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Fortsetzung des Beweises

» Schreibe k Bander hintereinander auf ein

Band
» Sei # ¢ [ zusatzliches Symbol Zeiger
Eingabeband
e \Verwende # um Bander zu trennen alololal
» FUr - F fuge Qj‘ - F Zum Alphabet Steuerung zeiger
hinzu durch DFA ) Arbeitsband
1[3]3]_
» Der Punkt reprasentiert die aktuelle vﬁ%
- Arbeitsband
Position des Kopfes auf dem Band ko
X Yy _ _
Steuerung
durch DFA
‘ Eingabeband
[ J [ J [J
#lal|b]|bla]|]_|#]1 33| _|#I|xlyl_1|l_1H%#
: Rechnernetze und Telematik
Informatik 1l
62 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Winter 2007/08 Christian Schindelhauer
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Beweis Fortsetzung

> Bei Eingabew =w,, ..., w,:
1. S bildet Startkonfiguration von M ab:

HFUWIW ... Wy T —F —FF .. F Zeiger

2. Simulation eines Schrittes: Eingabeband

e Gehe von links nach rechts Gber das S afbfrlea]-
Band und suche die Markierungen # Steuerung [ 79 |
und finde die Zeichen unter den durch DFA _}_ Arbeitsband

i . 1[3]3
virtuellen Kopfen Zeiger -

* Gehe von links nach rechts Uber das Arbeitsband
Band und fUhre die Anderungen x|y |_|._
entsprechend der Steuerung
Ubergangsfunktion von M durch durch DFA

3. Falls ein virtueller Kopf rechts auf ein # { Eingabeband
bewegt wird, schreibe ein _ und bewege slalol8]al Te[a I8 ] T+[%XIy] T T+

alle folgenden Zeichen eine Position
nach rechts

Rechnernetze und Telematik
63 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il
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Aquivalenz von 1-Band und
Mehrband Turingmaschinen

» Korollar:

e Eine Sprache L ist genau dann rekursiv aufzahlbar,
wenn es eine Mehrband-Turingmaschine gibt, die L
akzeptiert

e Eine Sprache L ist genau dann rekursiv, wenn es eine
Mehrband-Turingmaschine gibt, die L entscheidet.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007 64



Berechenbarkeitstheorie

Berechenbar und
Aufzahlbar

65
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Berechenbare Funktionen

Eingabe
Wort: w=(134,234)

» Definition

e Eine Funktion f: 2*—2" ist
berechenbar, falls eine Turing-
Maschine fur jede Eingabe w mit dem
Ergebnis f(w) auf dem Band halt.

» Beispiele fur berechenbare
Funktionen:
e Addition, Division, Multiplikation,
Vergleich, Sortieren, Division, ...

Informatik Il

Winter 2007/08 66

Donnerstag, 13. Dezember 2007

TM berechnet f

Band
(II111]--

halt immer

'

Ausgabe
Wort: f(w) = 368

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Rekursive und rekursiv
aufzahlbare Sprachen

Eingabe Eingabe
Wort: abaababa Wort: abaababa
l » Eine Sprache L heiBt l
rekursiv aufzahlbar, falls es -
Akzeptor-TM eine Turingmaschine M gibt,  |[Entscheider-TM

die L akzeptiert

pFa| ~oand pFa| ~2and
» Eine Sprache L heif3t

/ \ rekursiv oder entscheidbar,
falls es eine .
= T ] ] ] halt immer
hait  halt nicht Turingmaschine M gibt, die
/ \ L entscheidet

Ausgabe: n Ausgabe: Ausgabe:

JA! = JA! Nein!
Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 67 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Christian Schindelhauer
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Warum rekursiv aufzahlbar
rekursiv aufzahlbar heif3t

» Definition - Die Vereinigung aller jemals
e Eine aufzahlende Turing-Maschine erzeugten Worter, beschreibt die
ist eine Turingmaschine, die mit Sprache der aufzahlenden Turing-
einem zusétzlichen speziellen Maschine.
Ausgabe-Band ausgestattet ist. » Theorem
- Die Turing-Maschine muss nicht e Eine Sprache ist rekursiv aufzéahlbar
unbedingt halten. genau dann wenn eine aufzahlende
- Auf dem Ausgabeband kann die Turing-Maschine sie beschreibt.
Turingmaschine nur nach rechts
gehen.

- Worter sind durch das
Sondersymbol “_” von einander
getrennt und konnen damit weder
geldscht noch Uberschrieben

werden.

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 68 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
Christian Schindelhauer
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Eingabe
Wort: abaababa

l

Akzeptor-TM

SSienl

/[ \

halt halt nicht

/ \

Ausgabe:
\ JA! l ?

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

Alle Worte
der Sprache

el falo] |

Akzeptor = Aufzahler

Keine Eingabe

Aufzahler-TM

halt nie

’\Etl:m:u---

Band

Kopf kann nur
nach rechts

69

Ausgabeband

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Bewels des Theorems

» Theorem

e Eine Sprache ist rekursiv aufzdhlbar genau
dann wenn eine aufzahlende Turing-
Maschine sie beschreibt.

» Beweis (<)

e Sei U eine Aufzahler-TM flr die Sprache A

e Wir konstruieren eine Akzeptor-TM K wie
folgt

e K= “Auf Eingabe w:
- Simuliere U.

- Jedes Mal, wenn U eine Ausgabe macht,
vergleiche sie mit w

- Falls w erscheint, akzeptiere”
» Beweis (=) Sei K eine Akzeptor-TM

e Sei s1,S2,.. eine einfach erzeugbare Folge
aller Zeichenketten

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 13. Dezember 2007

¢ z.B. langenlexikographisch:
€,0,1,00,01,10,11,000,001,...

e \Wir konstruieren eine Aufzahler-TM U wie
folgt:

PY U — 11
e FUri=1,2, ..
- Fur jedes w aus {s1,s2,..,si}

* Falls K auf Eingabe w in i Schritten
halt und akzeptiert,
gib w aus.”

» Falls K eine Eingabe w in endlicher Zeit
akzeptiert, wird sie ausgegeben

e sogar beliebig haufig

» Andere Ausgaben werden von U nicht
erzeugt.

Rechnernetze und Telematik
70 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Rekursiv aufzahlbar beinhaltet
rekursiv entscheidbar

» Korollar

e Jede rekursiv entscheidbare Menge ist rekursiv
aufzahlbar

» Beweis:

e Betrachte die DTM, die eine rekursiv entscheidbare
Menge M entscheidet

e Diese DTM ist bereits ein Maschine, die M akzeptiert

- Da die aufzahlbare Mengen Uber die Akzeptor-TM
definiert ist

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die Nichtdeterministische Turing-
Maschine (NTM)

» Definition

e Eine (nicht-deterministische 1-Band)
Turingmaschine (NTM) wird
beschrieben durch ein 7-Tupel M =

(Q, 2, I ’ 6’ Qo, qaccept’ qreject)-

e Dabei sind Q, Z, I" endliche,
nichtleere Mengen

- Q ist die Zustandsmenge,
- 2 ist das Eingabealphabet,

- I das Bandalphabet.
- o € Q ist der Startzustand.

- Qaccept € Q ist der akzeptierende
Endzustand

Informatik Il 73
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- Oreject € Q ist der ablehnende
Endzustand
-0:QxTI'—=P(QxTI x{L,R} istdie
Ubergangsfunktion.
e Sie ist fur kein Argument aus {Q,ccept;
Oreject) X I definiert.
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Konfiguration

» Momentaufnahme einer NTM
e Bei Bandinschrift uv

e dabei beginnt u am linken des Bandes und hinter v
stehen nur Blanks

e Zustand q,

o Kopf auf erstem Zeichen von v

» Konfiguration C = uqv

Informatik III Rechnernetze und Telematik
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Konfigurationen einer NTM

» Startkonfiguration

e (oW, wobei w die Eingabe ist
» Akzeptierende Konfiguration

e Konfigurationen mit Zustand Qccept
» Ablehnende Konfiguration

e Konfigurationen mit Zustand qgject
» Haltende Konfiguration

e akzeptierende oder ablehnende Konfigurationen
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Aufeinanderfolgende
Konfigurationen

» Gegeben: Konfigurationen C4, C>
» Wir sagen

e Konfiguration C1 fuhrt zu Co, falls die NTM von C+ in
einem Schritt zu C2 Ubergehen kann.

» Gegeben
e Seiena,b,cel,u,vel*und Zustiande qi, q;

gegeben
» Wir sagen
e uaqgbv fuhrt zu ugacy, falls (gj,c,L) € d(qi,b) und

e uagibv fuhrt zu uacqyy, falls (g;,c,R) € d(q;i,b)
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Berechnungsbaum einer NTM

Startkonfiguration

Anzahl der Nachfolger
< Anzahl Zustdnde NTM

akzeptierende
Konfiguration

nicht akzeptierende
Endkonfigurationen

eee Q= @« @~ @- Q- @«

nicht endende Berechnung

Informatik Il 77
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Akzeptanz einer NTM

» Eine Nichtdeterministische Turingmaschine M
akzeptiert eine Eingabe w, falls es eine Folge von
Konfigurationen C4, Cy, ..., Ck gibt, so dass

e (C, ist die Startkonfiguration von M bei Eingabe w
e Cikann zu Ci;1 Uberfuhrt werden
e (k ist eine akzeptierende Konfiguration

» Die von M akzeptierten Worte bilden die von M
akzeptierte Sprache L(M)

» Eine NTM entscheidet eine Sprache, wenn jede
Eingabe zu einem endlichen Berechnungsbaum der
Konfigurationen fuhrt.
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Die Nutzlichkelt einer

» NTMs konnen “raten”
» Beispielproblem:
e Gibt es eine

NTM

Losung fur das bb * ba = bea
Zahlenratsel: e
- bb * ba = bca e
» NTM: AN
e FUr alle Buchstaben / \
° ura.teu e|ne 11*11 = 1ct 22 * 21 = 2c1 11 *12 = bc2 22*22 = 2c2 °

Maglichkeit /
c=1

/

/ I\

C=2 C=3

d -\

C=
e setze Buchstaben
ein 11*11 = 111

11*11 = 121 ° 11*12= 112

11*12=132

e \erifiziere Gleichung
wobel jeder
Buchstabe fur eine
Ziffer steht

Informatik Il 29
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Aquivalenz von DTM und NTM

» Theorem

e /u jeder nichtdeterminischen Turingmaschine M gibt es
eine aquivalente deterministische Turingmaschine D,
d.h.

- Falls M auf Eingabe x akzeptiert, dann akzeptiert D
auf x und halt

- Falls M auf x nicht akzeptiert, dann akzeptiert D nicht

- Falls M auf allen Berechnungspfaden halt, dann halt
auch D

Rechnernetze und Telematik
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Aquivalenz von DTM und NTM

» Theorem

e /U jeder nichtdeterminischen
Turingmaschine M gibt es eine
aguivalente deterministische
Turingmaschine D.

» Beweisidee:
» Simuliere Berechnungsbaum 111 ¢ 1312
* ausgehend von Startkonfiguration 1111 &
» Verwende BFS (breadth first search)
e DFS nicht méglich ¢

» DTM D:
e Drei Bander: ’
- Eingabeband ®
®

111

- Simulationsband
- Adressband

Rechnernetze und Telematik
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Aquivalenz von DTM und NTM

» Beweisidee:

e Simulator DTM D: Eingabeband

e Drei Bander: Fo 1{o{1[1]0]_[ees
- Eingabeband b Simulationsband
- Simulationsband of1]of1]1]o]_[eee
- Adressband \\ Adressband

e Zahle alle Knoten des Berechnungsbaums LI (3 I g g D XY

im Adressband auf. Sortierung:
- zuerst Lange
- dann lexikographisch

* E, |
< 1,2,3, ¢
< 11,12,13, 21,22,23, 31,32,33, o
< 111,112,... '

e Flhre die (nun deterministische)

Berechnung auf dem Berechnungspfad mit
dem Simulationsband durch

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
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NTMs und DTMs sind aquivalent
Beweis (1.)

» Beweis: e Jeder Knoten im Berechnungsbaum kann
e Die simulierende DTM hat drei Bander héchstens b=2 |Q| [I] Nachfolger haben,
- Wir wissen, dass 3-Band DTMs und - wobei Q die Zustandsmenge der NTM
DTMSs &quivalent sind M ist und I das Bandalphabet
e Auf Band 1 wird das Eingabewort e Wir betrachten daher das Alphabet
geschrieben. {1,2,..,b}

- Die Adresse 231 steht dann fur die
2. Moglichkeit des Berechnungspfades
ab der Startkonfiguration

- Dieses Band bleibt wahrend der
ganzen Berechnung unverandert

e Auf Band 2 wird eine Kopie des Bandes

der NTM M in einer Konfiguration im * dessen 3. Kindes
Berechnungsbaums gespeichert * und dessen 1. Kindes

e Auf Band 3 wird die Position der NTM M e Die Kopfposition auf dem Band beschreibt
im Berechnungsbaum nachverfolgt die Tiefe im Berechnungsbaumes wahrend

der Simulation der NTM

e Das leere Wort beschreibt die
Startkonfiguration
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NTMs und DTMs sind aquivalent
Beweis (2.)

» Beweis (Fortsetzung): - Gibt es keine x. M&glichkeit oder ist
» Die DTM D arbeitet wie folgt: 2er Zustand verwerfend gehe zu Schritt

e Band 1 wird mit der Eingabe w

beschrieben e 3. Schritt: Ansonsten bewege den Kopf

auf Band 3 nach rechts und wiederhole
e Band 2 und Band 3 sind leer Sch;hritt 5 una wi

* 1. Schritt: Kopiere Band 1 auf Band 2 e 4. Schritt; Ersetze die Zeichenkette auf

- Benutze Band 2 um einen Schritt der Band 3 durch die lexikographisch nachste
nichtdeterministischen Berechnung der Zeichenkette gleicher Lange.

NTM M zu berechnen.

- Gibt es keine dieser Lange mehr,
Hierzu wird die x. Maglichkeit ! ine di 9

durchaefihrt bei x d Ktuell ersetze sie durch die lexikographisch
Zurch getu fréwca gl_x as aktuetie erste Zeichenkette der nadchstgroBeren
cichen aut ban St. Lange, falls mindestens eine

e 2. Schritt: Ist x =“_", wird keine Berechnung flr diese Adresslange
Berechnung durchgeflhrt und Uberpruft, abgebrochen wurde

ob M im akzeptierenden Zustand ist. - Ansonsten, verwirft D und halt

- Falls ja, akzeptiert D und halt » Die hier beschriebene DTM erfullt die
gewunschte Eigenschaft.
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Eingabeband
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Simulationsband

0 1[0 | _|eee
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Schlussfolgerungen

» Korollar:

e Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn
sie es eine nichtdeterministische Turing-Maschine gibt,
die jedes Wort der Sprache akzeptiert.

e Eine Sprache ist genau dann rekursiv entscheidbar,
wenn eine nichtdeterministische Turingmaschine sie
entscheidet.
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Berechenbarkeitstheorie

Die Church-
Turing-These

97

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee



Wiederholung: Turing-Maschine

» Was ist eine Turing-Maschine: » Turing-Maschinen entscheiden
e DFA + 1 Band Sprachen,
e wenn sie auf jeder Eingabe halten
und

» Zum ersten Mal:

¢ Turing-Maschinen konnen endlos
rechnen (d.h. abstlrzen)

» Turing-Maschinen akzeptieren
Sprachen,

e wenn sie jedes Wort der Sprache
“erkennen”

® Wwenn sie ansonsten irgendwas
machen (auBer akzeptieren)

- d.h. z.B. verwerfen, unendlich
lange rechnen, etc.

e akzeptieren, wenn das Wort in der
Sprache ist und

e verwerfen, wenn das Wort nicht in
der Sprache ist.
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Entscheidbarkeit und rekursive
Aufzahlbarkeit

» Eine Sprache L heil3t rekursiv aufzahlbar, falls es eine
Turingmaschine M gibt, die L akzeptiert
e AusschlieBlich Ja-Antworten
e Programmabsturz = wird als Nein interpretiert

» Eine Sprache L heil3t rekursiv entscheidbar, falls es eine
Turingmaschine M gibt, die L entscheidet

e Ja oder Nein! (in einer endlichen Zeit)
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Der Maschinenpark der
Turingmaschinen

» Keller-Automaten (PDA)
e NFA + Keller
» 1-Band-Turing-Maschinen (TM, DTM)
e DFA + Band
» Mehr-Band-Turing-Maschinen (k-Tape-TM)
e DFA + Band + Band + Band
» Nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM)
e NFA + Band
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

Informatik Il
Winter 2007/08 100

Donnerstag, 13. Dezember 2007 100



Was hei3t entscheidbar?

» Genau dann wenn eine
e 1-Band-TM, 2-Band-TM, 3-Band-TM, ..., k-Band-TM
e NTM

» fur jedes Wort einer Sprache in endlicher Zeit ausgibt,
ob es in L ist oder nicht, dann ist die Sprache
entscheidbar.

» Gilt auch fur ein Programm in
e Java
e C
o C++
e Pascal
e [ortran
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Hilberts 10. Problem

» Rede auf dem internationalen
Mathematiker-Kongref3, Paris 1900

e mit 23 (seiner Zeit aktuellen
Problemen)

» 10. Problem

e Eine Diophantische Gleichung mit irgend
welchen Unbekannten und mit ganzen rationalen
Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man soll ein
Verfahren angeben, nach welchem sich mittelst
einer endlichen Anzahl von Operationen
entscheiden I6st, ob die Gleichung in ganzen
rationalen Zahlen I6sbar ist.

» Frage beantwortet durch
e Yuri Matiyasevich 1970

e nach Vorarbeiten von Martin Davis
und Julia Robinson

R
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Diophantisches Polynom

»Beispielprobleme
e Gibt es x,y aus den ganzen Zahlen Z, so dass
- X+Yy-3=0qilt?
e Gibtes x,y,z aus Z so dass gilt: 6z3y22 +3y?2 — 23 —10=0
»Losung des 10. Hilbertschen Problem:
e Geht nicht!

e Soll heiBen: es gibt kein algorithmisches Verfahren,
dass dieses Problem losen kann.

»>Liegt das an unserem eingeschrankten Begriff der
Berechenbarkeit?

e Gibt es machtigere Programmiersprachen als die der
Turing-Maschine, Java, C++, ...

Rechnernetze und Telematik
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Die Church-Turing-These

» Nachdem man eine Reihe von » Tatsachlich sind alle Maschinen, die
verschiedenen diskreten bisher von Menschenhand gebaut
Berechnungsmodellen als gleichwertig wurden, durch eine Turing-Maschine
bewiesen hat, hat die Fachwelt die beschreibbar.
folgende These als allgemeingiiltig » Hoffnung fiir Gegenbeispiele:
angesehen:

e Analog-Computer

¢ | ambda-Kalkil von Alonzo Church » Quanten-Computer
(1936)
P ' di ' h
e Turing-Maschine von Alan Turing ’ Lg%%ree;rcvrir;ﬁrer, e man ih schwarze
(1936)

» Church-Turing-These

e Der intuitive Begriff eines Algorithmus
wird vollstandig beschrieben durch die
Algorithmen, welche Turing-Maschinen
beschreiben konnen.
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Hilberts 10. Problem

» Ist nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzahlbar
» Theorem

e Die Menge der diophantischen Gleichungen mit
ganzzahligen Losungen ist rekursiv aufzahlbar.

» Beweis: folgt gleich
» Theorem

e Hilberts 10. Problem ist nicht rekursiv entscheidbar.
» Beweis

e sprengt den Rahmen dieser Vorlesung
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Hilberts 10. Problem ist
rekursiv aufzahlbar

» Theorem
e Die Menge der diophantische Gleichungen mit ganzzahligen Lésungen ist

rekursiv aufzahlbar.

» Bewels

Informatik Il

Wir konstruieren eine Akzeptor-TM M

Gegeben eine diophantische Gleichung G(x4,Xs,..,X,) mit den Variablen
X1,X5, .+ Xm

M="Firb =1,2,3,...
Far alle x4,X,,..,X, € {-b,-b+1,...,-1,0,1,2,..., b}
Falls G(X4,Xo,..,X,) = 0 akzeptiere”
Beweis der Korrektheit:
e Falls fUr y4,Ys,..,Ym: G(Y1,Yo,.-,Ym) =0

+  Dann wird far b= max{|y4|, |Ys|,-., ||} die Kombination y,,y,,..,y,,in
X1,X0,..,Xm €ingesetzt

e Falls fur alle x4,X,,..,X: G(X1,Xs,..,X,) # 0,
* akzeptiert M niemals.
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Berechenbarkeitstheoire
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Entscheidbare Regulare
Sprachprobleme

» Das Wortproblem regularer Sprachen
e (Gegeben:
- Ein DFAB
- ein Wort w
e Gesucht:
- Akzeptiert B das Wort w?
» Beschrieben durch die Sprache:

Apra = {(B,w) | B ist ein DFA der eine Eingabe x akzeptiert}

e DFA ist geeignet kodiert
e Klammern stehen flr eine geeignete Tupelkodierung

» Das Problem einer Sprache L wird beschrieben durch die
charakteristische Funktion der Sprache L

L (w) 1, wel
L p—
O ) w Q L Rechnernetze und Telematik
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Das Wortproblem regularer

Sprachen
» Theorem
— Das Wortproblem der regulédren Sprachen ist entscheidbar.
> Beweis

— Konstruiere eine Turing-Masche M, die folgendes berechnet:
— M = “F0r Eingabe <B,w> mit DFA B und Wort w:
1. Simuliere B auf Eingabe w

2. Falls die Simulation akzeptiert, dann akzeptiere
Sonst verwerfe”

— Implementationsdetails:
e Ubergangsfunktion ist geeignet kodiert auf einem Band
e Zustand ist auf einem separaten Band
e Eingabe auf einem dritten Band
e Suche nachsten Ubergang in der Kodierung des DFAs
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Das Leerheitsproblem regularer

Sprachen
» Das Leerheitsproblem regularer Sprachen:
e (Gegeben:
- Ein DFA A
e Entscheide:
- IstL(A) =

» Die zugehorige Sprache wird beschreiben durch:
Epbra = {(A) | A ist ein DFA und L(A) =0 }
» Theorem

e Das Leerheitsproblem regularer Sprachen ist
entscheidbar
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Das Leerheitsproblem regularer

Sprachen
» Theorem - Wiederhole
¢ Das Leerheitsproblem regularer - Markiere jeden Folgezustand
Sprachen ist entscheidbar. eines markierten Zustands
Epra = {(A) | Aist ein DFA und L(A) =0 } - bis kein neuer Folgezustand
» Beweis in A markiert wurde
e Ein DFA akzeptiert mindestens - Falls kein akzeptierender
ein Wort, wenn der DFA Zustand markiert wurde
mindestens einen vom + Akzeptiere

Startzustand erreichbaren
Zustand besitzt

o T = “Auf Eingabe A, wobei A ein
DFA ist

- Markiere Startzustand A

* gonst: verwerfe”
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Das Aquivalenzproblem regulirer

Sprachen
» Das Aquivalenzproblem regulérer » Beobachtung fur zwei Mengen A,B:
Sprachen: A=B < (A\B)U(B\A) =¢
e Gegeben:
- Zwei DFAs A, B A B

e Entscheide:
- Ist L(A) = L(B)
» Die zugehorige Sprache wird
beschrieben durch:

EQpra = {(A,B) | A, B sind DFAs und L(A) = L(B) }

» Theorem

e Das Aquivalenzproblem regulérer
Sprachen ist entscheidbar
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Das Aquivalenzproblem regulirer
Sprachen

» Theorem

e Das Aquivalenzproblem regulérer
Sprachen ist entscheidbar

EQpra = {(A,B) | A, B sind DFAs und L(A) = L(B) }
» Beobachtung fur zwei Mengen A,B:
A=B < (A\B)U(B\A) =
» Beweis:
e Konstruiere DFA X fUr die A B
Sprache (A\B) U (B\A)
e Durch Mehrfachanwendung des
kartesischen Produkts
e Testeob L(X) =

- mit Hilfe der Turing-Maschine fr
das Leerheitsproblem
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Berechenbarkeitstheorie

CFG und
Unentscheidbare
Sprachen
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Das Wortproblem der kontextfreien

Sprachen
» Wortproblem der kontextfreien e Fihre Cocke-Younger-Kasami-
Sprachen: Algorithmus flr eine gegebene
e Gegeben: kontextfreie Grammatik und ein

- Kontextfreie Grammatik G in gegebenes Wort durch
geeigneter Kodierung * Akzeptiere falls das Wort vom

- Wort w Startsymbol abgeleitet werden kann,
ansonsten verwerfe.
e Gesucht:

- Istw e L(G) ?
» Theorem

e Das Wortproblem der kontextfreien
Sprachen ist entscheidbar.

» Beweis

e \Wandle Grammatik in Chomsky-
Normalform um
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Das Leerheitsproblem der kontextfreien
Sprachen

» Das Leerheitsproblem kontextfreier
Sprachen:

e Gegeben:
- Eine kontextfreie Grammatik G
e Entscheide:
- Ist L(G) = © ?
» Theorem

e Das Leerheitsproblem kontextfreier
Sprachen ist entscheidbar.

» Beweis

e \Wandle G in Chomsky-Normalform
um

e Markiere alle Terminalsymbole

Informatik Il
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e Solange neue Markierungen
erscheinen

- Markiere alle Nichtterminale, die
Regeln besitzen deren rechte
Seite vollstandig markiert ist

e Falls das Startsymbol markiert ist,
verwerfe

e Ansonsten akzeptiere
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Das Aquivalenzproblem der
kontextfreien Sprachen

» Das Aquivalenzproblem kontextfreier
Sprachen:

e Gegeben:
- Kontextfreie Grammatiken G, G’
e Entscheide:
- Ist L(G) = L(G’)
» Problem:

e Kontextfreie Sprachen sind nicht
abgeschlossen

- unter Komplement
- unter Schnittoperationen

e Beweis des Aquivalenzproblem der
regularen Sprachen ist nicht
Ubertragbar

Informatik Il
Winter 2007/08
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» Theorem

e Das Aquivalenzproblem kontextfreier
Sprachen ist nicht entscheidbar.

» (ohne Beweis)
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Beziehungen zwischen den
Sprachen

» Jede regulare Sprache ist eine
kontextfreie Sprache.

» Jede kontextfreie Sprache ist eine
entscheidbare Sprache.

¢ folgt aus der Entscheidbarkeit des
Wortproblems der kontextfreien
Sprachen.

» Jede entscheidbare Sprache ist eine
rekursiv aufzahlbare Sprache.

Rekursiv aufzahlbar

Entscheidbar

Kontextfrei

Regular
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3.1. Berechenbarkeit

Ende
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