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Komplexitatstheorie

P und NP
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Zwei wichtige Komplexitatsklassen

» Definition: » In Worten
e P: Klasse aller Sprachen, die von

¢ P — U TIME(nk) einer Polynom-Zeit DTM entschieden
k

werden

o L k e NP: Klasse aller Sprachen, die von
NP = U NTIME(TL ) einer Polynom-Zeit NTM entschieden
k

werden konnen.

Rechnernetze und Telematik
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Probleme In P

Laufzeit in Anzahl der
Binarrechnung Stellen der Binarzahl
(Mehrband-TM)

Addition O(n)

Vergleich O(n)

2

Multiplikation O(n%)

Matrixmultiplikation zweier n x n-Matrizen mit n- O(n®)
stelligen Zahlen

Berechnung der Determinante einer n x n-Matrix mit O(n®)

n-stelligen Eintrage

Division mit Rest O(n?)

3

kgV O(n°)

Bitte nicht die Laufzeiten lernen!
Laufzeiten sind nicht unbedingt optimal Rechnernetze und Telematik
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Probleme In P

Laufzeit

. . (Mehrband-TM)
Operationen auf n Zahlen mit je m Stellen

. . . . O(nm)
Minimum, Maximum, Median, Mittelwert
Sortieren O(nm log n)
O(mn?)
Sortieren mit Bubble-Sort/Quick-Sort
O(nm log n)

Permutiere gemal gegebener Permutation

Bitte nicht die Laufzeiten lernen!

Rechnernetze und Telematik
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Probleme In P

Graphenprobleme _
Laufzeit
n Knoten, m Kanten
_ _ (Mehrband-TM)
Graph gegeben als Adjazenzliste
Gibt es Weg von Start zu Ziel O((n+m) log n)
Klrzester Weg von Start zu Ziel O(nm log n)
Gibt es einen Kreis im Graph O((n+m) log n)
Maximaler Grad O(m log n)
Durchmesser O(n® m log n)
Zusammenhangskomponenten O((n+m)n? log n)

Bitte nicht die Laufzeiten lernen!

Laufzeiten sind nicht unbedingt optimal
Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Hamiltonsche Pfade
Ein Problem in NP

» Definition: HAMPATH
¢ Das Hamiltonsche Pfadproblem S t
- Geg.:
* ein gerichteter Graph
* /Zwei Knoten s,t

- @Ges.: existiert ein Hamitonscher Pfad von
s nacht

* d.h. ein gerichteter Pfad, der alle
Knoten besucht, aber keine Kante
zweimal benutzt

» Algorithmus fur Hamiltonscher Pfad:
e Rate eine Permutation (s,v1,v2,...,Vn-2,1) S t
e Teste, ob Permutation ein Pfad ist
- falls ja, akzeptiere
- falls nein, verwerfe
» Also: HamPath € NP

Rechnernetze und Telematik
Y4 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die Nicht-Primzahlen

Definition: COMPOSITES

e (Geg.: X (als Binarzahl)

e (Ges.: Gibt es ganze Zahlen p,g>1,sodass x=p Q
COMPOSITES :={x | x = p q, fiir ganze Zahlen p,q>1}
NTM far COMPOSITES :

e Rate p,g>1

e Berechnep g

o Akzeptiere, falls p g = x

e \/erwerfe sonst

Also ist COMPOSITES < NP

Rechnernetze und Telematik
8 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer



Komplexitatstheorie

Verifizierer und NP
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Der Verifizierer

» Definition
e Ein Verifizierer fur eine Sprache A ist eine DTM V, wobei
- A ={w |V akzeptiert <w,c> fir ein Wort c}

e Ein Polynom-Zeit-Verifizierer hat eine Laufzeit die durch
ein Polynom |w|* beschrénkt ist.

e Eine Sprache ist in Polynom-Zeit verifizierbar, falls sie
einen Polynom-Zeit-Verifizierer hat.

» Theorem

e NP beschreibt genau die Sprachen, die in Polynom-Zeit
verifiziert werden kdnnen.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Verifizierbare Sprachen sind in NP

» Ein Polynom-Zeit-Verifizierer fur eine
Sprache A ist eine DTM V, wobei

e A ={w |V akzeptiert <w,c> flir ein
Wort c}

e und V mit Polynom-Laufzeit O(w|¥)
beschrankt ist.
» Theorem

e NP beschreibt genau die die Sprachen,
die in Polynom-Zeit verifiziert werden

konnen.
» Beweis des 1. Teil:

e Die Sprachen, die in Polynom-Zeit
verifiziert werden kdnnen, sind in NP.

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

» Konstruiere NTM M die A in Polynom-
Zeit akzeptiert:

e M = “Auf Eingabe w,
- Rate ein Wort ¢ der Lange <|w([«

- FuUhre Berechnung von V auf Eingabe
<w,c> durch

- Akzeptiere, wenn V akzeptiert”
» M akzeptiert genau die Worte in A

e da V nur Worte <w,c> der Lange |w|*
bearbeiten kann, wird auch das
relevante Wort ¢ bericksichtigt, wenn V

auf <w,c> akzeptiert.
» M rechnet in Polynom-Zeit:
e Laufzeit fir Raten < |wl*
e |aufzeit flr Verifizieren < |w|*

Rechnernetze und Telematik
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Christian Schindelhauer
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Alle Sprachen in NP sind verifizierbar

» Ein Polynom-Zeit-Verifizierer fiir eine Sprache
A ist eine DTM V, wobei

e A={w |V akzeptiert <w,c> fir ein

Wort c}
e und V mit Polynom-Laufzeit O(|w|¥) beschréankt
ist.
» Theorem

e NP beschreibt genau die die Sprachen, die in
Polynom-Zeit verifiziert werden kdnnen.

» Beweis des 2. Teil:

e Die Sprachen in NP kdénnen in Polynom-Zeit
verifiziert werden

» Gegeben:
e NTM M mit Polynom-Laufzeit |w|«

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

» Konstruiere Polynom-Zeit-Verifizierer

e Beschreibe ¢ den Pfad eines
Berechnungsbaums von M

e \/ = “Auf Eingabe <w,c>,

- Fuhre Berechnung von M auf Eingabe w
durch

- Falls M in Schritt t nichtdeterministisch
verzweigt, gibt der Buchstabe c: an,
welcher Folgezustand von A genommen
wird.

- Akzeptiere, wenn M akzeptiert”

» V verifiziert genau die Worte in L(M)

e da M nur |w[k Schritte rechnen kann, kann auch
der Berechnungspfad beschrieben von ¢ von V
eingelesen werden, fur den M auf w akzeptert
(wenn M jemals akzeptiert)

» V rechnet in Polynom-Zeit:
e da M in Polynom-Zeit rechnet

Rechnernetze und Telematik
12 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Alle Sprachen in NP sind

verifizierbar

Gegeben: e

e NTM M mit Polynom-Laufteit |w|*
e Konstruiere Polynom-Zeit-Verifizierer

Beschreibe ¢ den Pfad eines Berechnungsbaums
von M

V = “Auf Eingabe <w,c>,

e Fuhre Berechnung von M auf Eingabe w durch Zeit-
e Falls M in Schritt t nichtdeterministisch verzweigt, schranke
gibt der Buchstabe ct an, welcher Folgezustand t(n)

von A genommen wird.
o Akzeptiere, wenn M akzeptiert”
V verifiziert genau die Worte in L(M)

e da M nur |w|k Schritte rechnen kann, kann auch der
Berechnungspfad beschrieben von ¢ von V
eingelesen werden, fir den M auf w akzeptert
(wenn M jemals akzeptiert)

V rechnet in Polynom-Zeit:
e da M in Polynom-Zeit rechnet

13
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Das Teilsummenproblem
(Subset-Sum-Problem)

» Definition SUBSET-SUM:
e Gegeben:

- Menge von naturlichen Zahlen
S — {X~|,..., Xk}

- Eine naturliche Zahl t

e Gesucht:

- Gibt es eine Teilmenge
V1,0, ¥t € {X4,..., X} SO dass

Zyi =1
i=1

» Theorem
e Das Teilsummenproblem ist in NP

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

14

» Beweis

e Betrachte
A = {<Xq,eeny X > |
es gibt {y4,---,¥m} € {X1,---, X, Und

Zyi =t}
i=1

e \erifizierer testet, ob die
Teilmengenbeziehung gilt und ob die
Summe der Teilmenge t entspricht

e | aufzeit: O(n log n)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Das Cliquen-Problem ist in NP

» Definition k-Clique
e Ein Graph G=(V,E) hat eine k-Clique,
- falls es k verschiedene Knoten
gibt,
- SO dass jeder mit jedem anderen
eine
Kante in G verbindet
» Das Cliquen-Problem
e Gegeben:
- Ein ungerichteter Graph G
- Eine Zahl k
e Gesucht:

- Hat der Graph G eine Clique der
GroBe k?

Informatik Il 15
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008
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Das Cliquen-Problem ist in NP

» Theorem:
e Das Cliguen-Problem ist in NP
» Bewels:

e Betrachte
A = {<G,k> | es gibt Knoten v1,va,..,vk
die eine k-Clique in G sind}.
o \/erifizierer testet,

- ob die k Knoten unterschiedlich
sind

- und ob zwischen allen Knoten eine
Kante existiert.

e Laufzeit: O(n?)

Informatik Il 16
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008
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Das Koffer-Pack-Problem ist in NP

» Definition Koffer-Pack-Problem: » Beweis
e Gegeben: e A = {<M,R>| es gibt eine
- Einge Menge M von kleinen Lagebeschreibung in der die
Rechtecken mit geradzahliger Rechtecke sich nicht
Kantenlénge Uberschneiden und innerhalb von R

- Ein groBes Rechteck R liegen}

e (Gesucht:

- Passen die kleinen Rechtecke I -
] ]

orthogonal Uberschneidungsfrei
in das groBBe Rechteck?

» Theorem
e Das Koffer-Pack-Problem ist in NP

Informatik Il 17
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008 17
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Die Frage P versus NP (l)

» P = Klasse aller Probleme, die effizient » Was weif3 man?
entschieden werden kénnen _PCNPC U TIME (2n’°)= EXPTIME
» NP = Klasse aller Problem, die effizient I

verifiziert werden konnen

e Beispiele: Hamiltonscher Pfad, Clique,
Teilsummenproblem, Koffer-Pack-
Problem

» Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten

NP

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Auswirkungen auf
Kryptographie

» Was folgt aus P=NP?

e Schwierige kombinatorische Probleme
sind I6sbar

¢ Viele kryptographische Systeme werden
in Polynomzeit I6sbar:

A = { Code | es gibt einen Originaltext
der zum Code passt}

A’ = { Code | es gibt einen
Originaltext, der mit b, anfangt und
zum Code passt}

A” = { Code | es gibt einen
Originaltext, der mit b, b, anfangt und
zum Code passt}

Ware jewells in P. Damit kann der
Originaltext Bit fur Bit aufgedroselt
werden

Informatik Il

Winter 2007/08

20
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» Was folgt aus PNP.

¢ Dann bleibt gewisse Probleme in NP
praktisch unlosbar.

» Was wei3 man?
e \Wenig, auBer:

e Cook-Levin: Genau dann wenn man ein
bestimmtes Problem in Polynomzeit
|6sen kann, dann ist P=NP.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die Polynom-Zeit-
Abbildungsreduktion

» Definition (Abbildungsreduktion,
Polynomial Time Mapping Reduction,
Many-one)

e Eine Sprache A kann durch Abbildung
auf eine Sprache B in Polynom-Zeit
reduziert werden: A <m B,

- falls es eine in Polynom-Zeit
berechenbare Funktion
f: 2*—=2* gibt,

- so dass fur alle w:
weA < flweB

¢ Die Funktion f heiBt die Reduktion von
A auf B.

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

Ausgangsproblem Smp Zielproblem

kann reduziert

werden auf
™ Ziel-

_» problem

Ausgangs-
problem
Ist nicht
schwerer als
Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Polynom-Zeit-
Abbildungsreduktion und P

» Theorem

e Falls A<mpBundBistinP, dannist A auch in P.

» Beweis

Sei M, eine Turing-Maschine, die B in Polynom-
Zeit O(n°) entscheidet.

Betrachte die Polynom-Zeit-TM:
N = “Auf Eingabe w:
- Berechne f(w) in Zeit O(nk)

- Fuhre die Berechnung von M auf Eingabe
f(w) durch

- N gibt aus, was M ausgibt”

N entscheidet A

N berechnet A in Polynom-Zeit:
- f(w) kann in Polynom-Zeit berechnet werden
- f(w) hat Lange O(|w[¥)

- M rechnet auf Eingabe f(w) in Zeit O([f(w)|°) =
O(|w[*°)

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008
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Ausgangsproblem Smp Zielproblem

kann reduziert

werden auf
™ Ziel-

_» problem

Ausgangs-
problem
Ist nicht
schwerer als
Rechnernetze und Telematik
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Polynom-Zeit-
Abbildungsreduktion und NP

» Theorem

Falls A <mp B und B ist in NP, dann ist A auch
in NP.

» Beweis

Sei M, eine NTM, die B in Polynom-Zeit O(n°)
entscheidet.

Betrachte die Polynom-Zeit-NTM:
N = “Auf Eingabe w:
- Berechne f(w) in Zeit O(nX)

- FUhre die (nicht-deterministische)
Berechnung von M auf Eingabe f(w) durch

- N gibt aus, was M ausgibt”
N entscheidet A
- daweA & flweB

N berechnet A in Polynom-Zeit:
- S.0.

Informatik Il 54
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

Ausgangsproblem Smp Zielproblem

kann reduziert

werden auf
\ .
Ausgangs- Ziel-
problem _» problem
Ist nicht
schwerer als

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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» Lemma:

Transitivitat von Abbildungsreduktion

® Aus A <m,p B und B <mp C folgt

A <mp C.

» Beweis:

e Sei f die Reduktionsfunktion von A

nach B

¢ Sei g die Reduktionsfunktion von B

nach C

®* Dann ist g - f die Reduktionsfunktion
von A nach C.

o Korrektheit:
-xeAefix)e Be gf(x) e C

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008
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e | aufzeit:

- f(x) kann in Zeit O(|x|¥) berechnet
werden

- g(y) kann in Zeit O(|y[<) berechnet
werden

- [fOQ] < Ix[¢

- Damit hat g(f(x)) die Laufzeit
O(If(x)[<) = O(|x[*¥)

A =mp B Smp__ C
._
° - =9 o
A . 0
o : —-0
o— 1 ( co) o
i

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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NP-Volistandigkeit

» Definition:

e Eine Sprache S ist NP-vollstandig, wenn:

- SENP

- S ist NP-schwierig, d.h. fUr alle

LENP:L <y, S

» Lemma:

e Sei S eine NP-vollstandige Sprache.

e Dann ist eine Sprache T ist NP-

vollstandig, wenn:
- TENP

- S<pp T

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008
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=m,p NP-schwierige

——__—0 Sprache
>7

=7

m,p ~ NP-vollstandige
Sprache

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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NP-Volistandigkeit

» Fur ein unbekanntes NP-Problem X, sollte man

¢ nicht nur nach einem Algorithmus mit polynomieller
Laufzeit forschen

- XeP

e sondern auch nach einem NP-Vollstandigskeitsbeweis
» Beweisideen nicht unbedingt naheliegend ...
» Beispiele fur NP-Vollstandigkeitsbeweise

e VERTEX-COVER ist NP-vollstdndig

e (UHAMPATH ist NP-vollstandig

e SUBSET-SUM ist NP-vollstandig

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Garey & Johnson
Computers and Intractability

specifications, and the bandersnatch department is already 13 components
behind schedule. You certainly don’t want to return to his office and re-

port:

i

“I can’t find an efficient algorithm, I guess I’'m just too dumb.”

To avoid serious damage to your position within the company, it would
be much better if you could prove that the bandersnatch problem is in-
herently intractable, that no algorithm could possibly solve it quickly. You
then could stride confidently into the boss’s office and proclaim:

“I can’t find an efficient algorithm, because no such algorithm is possible!”’

Unfortunately, proving inherent intractability can be just as hard as
finding efficient algorithms. Even the best theoreticians have been stymied
in their attempts to obtain such proofs for commonly encountered hard
problems. However, having read this book, you have discovered something

Donnerstag, 24. Januar 2008

28

almost as good. The theory of NP-completeness provides many straightfor-
ward techniques for proving that a given problem is ‘‘just as hard’ as a
large number of other problems that are widely recognized as being difficult
and that have been confounding the experts for years. Armed with these
techniques, you might be able to prove that the bandersnatch problem is
NP-complete and, hence, that it is equivalent to all these other hard prob-
lems. Then you could march into your boss’s office and announce:

ML L L

2,
W
&

“I can’t find an efficient algorithm, but neither can all these famous people.”

At the very least, this would inform your boss that it would do no good to
fire you and hire another expert on algorithms.

Of course, our own bosses would frown upon our writing this book if
its sole purpose was to protect the jobs of algorithm designers. Indeed, dis-
covering that a problem is NP-complete is usually just the beginning of
work on that problem. The needs of the bandersnatch department won’t
disappear overnight simply because their problem is known to be NP-
complete. However, the knowledge that it is NP-complete does provide
valuable information about what lines of approach have the potential of be-
ing most productive. Certainly the search for an efficient, exact algorithm
should be accorded low priority. It is now more appropriate to concentrate
on other, less ambitious, approaches. For example, you might look for
efficient algorithms that solve various special cases of the general problem.
You might look for algorithms that, though not guaranteed to run quickly,
seem likely to do so most of the time. Or you might even relax the prob-
lem somewhat, looking for a fast algorithm that merely finds designs that

28
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Wiederholung Boolesche Algebra

» Eine Boolesche Variable ist entweder falsch (0)

oder wahr (1)

» Als Operationen fiir Boolesche Variablen

verwenden wir
e die Disjunktion (Oder): x vy

- 0v0=0
-0v1=1
- 1v0=1
- 1v1=1
e die Konjunktion (Und): x Ay
- 0A0=0
- 0A1=0
- 1A0=0
- 1A1=1
e die Negation - x = X
- 20=1
- =1=0

» Eine Boolesche Formel besteht aus der
Kombination dieser Operationen
o fX,y)=(XVvy)Aa(=xv-y)
» Rechenregeln:

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

¢ Doppelte Negation
- X=X
e Kommuntativ-Gesetz
- XAY=YAX
- XVYy=VyVvX
Distributiv-Gesetz
- (Xvy)yaz=XAZVv(XAZ
- XAYy)vz=(XVvZAXV2Z
¢ De-Morgan-Regeln
- T(Xvy)=axaAay
- (XAy)=aXVvay

Rechnernetze und Telematik
30 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Besondere Boolesche Funktionen

» Literal: » Konjunktive Normalform (CNF)
e ist eine einfache oder negierte e Konjunktion von Klauseln
Variable e 7B.:

*2.B.IX Y, 2z X, 7y, 7Z - (XVY)A@EZVAaXVAY) AKXy -2)
> Klausel: » k-konjunktive Normalform (k-CNF)
e ist eine Disjunktion von Literalen e Konjunktion von Klauseln aus k

e 7B.: Literalen, z.B. 3-CNF
- XVYy -Xvyvya(zv-axvay)a(Xv -z
- ZV XV Ay v 12)
- XV —Z » Disjunktive Normalform (DNF)
e Disjunktion aus Konjunktion von
Literalen

-XAY)V(EZAXAY)V(XA-Z)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Das Erfullbarkeitsproblem Boolescher

Funktionen
» Eine Boolesche Funktion f(x1,X2,..,Xn) ist » Definition (Satisfiability Problem of
erfullbar, wenn es eine Wertebelegung fur Boolean Formulas)
X1,X2,..,Xn gibt, so dass f(x1,x2,..,xn) = 1 e Das Erfiillbarkeitsproblem der Booleschen
- (XVY)A(zvVaxvay) A(Xyv-z)ist Funktion ist definiert als:
erflllbar, da e SAT ={ ¢ | o ist eine erfiillbare Funktion},
« die Belegungx=1,y=0,z=0 d.h.
-(AvOAOVvOVvD)A(vT)=1aA1AaT * Gegeben:
=1 liefert. - Boolesche Funktion ¢
e Gesucht:
- Gibt es x1,X2,..,Xn SO dass @(x1,x2,..,xn)
=1

» Spezialfall: 3-SAT
e 3-SAT ={ o | @ ist eine erfilllbare Funktion
in 3-CNF)
z.B.:

Y= (x1Vz1Va) AN(ZTTVZT2VI2) A(TTV 22V 22)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Das 3-SAT-Problem und das
Clique-Problem

» 3-SAT: Y= (1 VIV A

e Gegeben:
- Eine Boolesche Formel in 3-CNF (:E_l \/ $_2 \/ @) /\
e Gesucht:
- Gibt es eine erflllende Belegung (— )
» Definition k-Clique T1V T2V T2

e Ein ungerichteter Graph G=(V,E) hat eine k-
Clique,

- falls es k verschiedene Knoten gibt,

- so dass jeder mit jedem anderen eine Kante
in G verbindet

» CLIQUE:
e Gegeben:
- Ein ungerichteter Graph G
_ Eine Zahl k k=4
e Gesucht:
- Hat der Graph G eine Clique der GréBe k?

Rechnernetze und Telematik
33 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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3-SAT laBt sich auf Clique

reduzieren
» Theorem: 3-SAT <m,p CLIQUE
3-SAT Sm,p Clique

zp:(a:l\/asl\/azz)/\
(Z1 VT2 VZT2) A
(33_1\/$2\/332)

kann reduziert
- werden auf

Clique
> 9

ist nicht Rechnernetze und Telematik

: 34 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Winter 2007/08 schwerer als Christian Schindelhauer
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3-SAT laBt sich auf Clique

reduzieren

» Theorem: 3-SAT =m,p CLIQUE

» Beweils
e Konstruiere Reduktionsfunktion f:
o f(p) = <G,k>
¢ k = Anzahl der Klauseln

e Fir jede Klausel C in ¢p werden drei
Knoten angelegt, die mit den Literalen der
Klausel bezeichnet werden

¢ Flge Kante zwischen zwei Knoten ein,
gdw.

- die beiden Knoten nicht zur selben
Klausel gehoren und

- die beiden Knoten nicht einer Variable
und der selben negierten Variable

entsprechen. V= (x1 VX1 V) AN(ZTTVZT2VI3) AN(ZT1V 3V z3)

Informatik Il 35
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V= (V1 V) AN(ZT1 VI3 VZI2) AN(ZT1LV z2V 3)
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V= (x1 VI Va)AN(T1VIaVT2) AT Va2V o)
Informatik
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Beweis der Korrektheit der
Reduktionsfunktion

» Die Reduktionsfunktion ist korrekt:
» Behauptung;

e Eine erfullende Belegung in ¢ existert
gdw. eine k-Clique in G existiert

» 1. Fall: eine erfullende Belegung
existiert in

e Dann liefert die Belegung in jeder
Klausel mindestens ein Literal mit Wert
1

e \Wahle aus der Knotenmenge einer
Klausel ein beliebiges solches Literal

* Die gewahlte Knotenmenge bestent
dann aus k Knoten

e /Zwischen allen Knoten existiert eine
Kante, da Variable und negierte
Variable nicht gleichzeitig 1 sein
kOnnen

Informatik Il
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» 2. Fall: eine k-Clique existiert in G

e Jeder der Knoten der Clique gehdrt zu
einer anderen Klausel

e Setze die entsprechenden Literale auf
1

e Bestimmte daraus die Variablen-
Belegung

e Das fUuhrt zu keinem Widerspruch, da
keine Kanten zwischen einem Literal
und seiner negierten Version existieren

e | aufzelt:

- Konstruktion des Graphens und der
Kanten benstigt hochstens
quadratische Zeit.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Komplexitatstheorie

SAT ist NP-
volistandig
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NP-Volistandigkeit

=m,p NP-schwierige

——__—0 Sprache
>7

=7

» Definition:

e Eine Sprache S ist NP-vollstandig, wenn:
e SENP

e S ist NP-schwierig, d.h. fur alle L& NP: L

<m.,p S

» Lemma:

e Sei S eine NP-vollstandige Sprache.

m,p ~ NP-vollstandige

e Dann ist eine Sprache T ist NP- Sprache

vollstandig, wenn:

- TENP
- S Sm,p T
Informatik 1l Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 44 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Christian Schindelhauer
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Der Satz von Cook und Levin

» Theorem (Cook/Levin)
e SAT ist NP-vollstandig

m,p
SAT

NP

m,p

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Konsequenzen aus dem Satz
von Cook und Levin

» 1. Fall: SAT < P:

e SAT ist NP-vollstandig:
- Furalle L € NP: L <m,p SAT
e Daraus folgt firalleLe NP: Le P
e Damit ist P=NP
» 2. Fall: SAT ¢ P:
e Damit existiert eine Sprache in NP, die nicht in P ist
e Damit ist P#NP

» Also folgt aus dem Satz von Cook und Levin:
® SAT € P = P — NP

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beweis-Strategie

» Definition: » Beweis-ldee:
e Eine Sprache S ist NP-vollstandig, e Zuerst zeigen wir, dass SAT € NP
wenn. e Sei L € NP. Wir beweisen folgende
- SeNP Reduktionen:
- S ist NP-schwierig - Es gibt ein k, so dass
* d.h. furalleLeNP: L<m,p S L <m,p ANTIME(nK)
» Theorem (Cook/Levin) - Far alle k:
e SAT ist NP-vollstandig ANTIME(nk) <m,p ANTIME(n)

- ANTIME() <m,p PARKETT
- PARKETT <m, FinPred
- FinPred <mp SAT

e Daraus folgt fur alle L € NP:
L <m,p SAT

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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SAT € NP

» Folgende NTM lost das SAT-Problem: » Korrektheit
e “Auf Eingabe der Funktion e Falls die Formel erflllbar ist, wird die
D(X1,X5,...,Xp) Belegung durch

“Nichtdeterministisches Raten”
gefunden

¢ |st die Formel nicht erfullbar, wird
niemals akzeptiert

e Rate nichtdeterministisch eine
Belegungen aller Variablen x4,x,,...,X,

e Setze diese Belegung ein
e Falls ®(X,X,,...,X,,) =1 akzeptiere

* Sons_t, verwerfe” » Damit ist SAT als erstes NP-
» Laufzeit: vollstandiges Problem identifiziert
® Die Laufzeit der NTM ist polynomiell, worden.

da Boolesche Funktion in Linearzeit
ausgewertet werden konnen

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Es gibt ein k, so dass
L <in.p ANTIME(nK)

» Definition
e Das Wortproblem von NTIME(nX):
o AxmivERk) = { <M, x> | NTM M
akzeptiert x € X" in Laufzeit n* }
» Lemma
e FUr alle L& NP gibtesein k €N, so
dass L <, , ANTivERK)
» Beweis

* Sei L € NTIME(nX), dann gibt es eine

NTM M die in Laufzeit nk jede
Eingabe x € X" akzeptiert.

¢ Definiere Reduktionsfunktion:
f(x) = <M, x>, flr diese NTM M

Informatik Il 49
Winter 2007/08
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e Korrektheit:

- X € L & M akzeptiert in Laufzeit
nk die Eingabe x
<= <M,X> = ANTIME(nk)

e Reduktionsfunktion hat Laufzeit:
x| + O(1)
- Da die Eingabe mit der

(konstanten) Maschine M
kombiniert werden muss.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Fur alle k=1 :
ANTIME(MY) Sm.p ANTIME(n)

» Definition
e Das Wortproblem von NTIME(nk):
o AxmivERk) = { <M,x> | NTM M
akzeptiert x € 2" in Laufzeit nk }
» Lemma
e Flr alle k 21 : Axmivenky <m,p ANTIME()

» Beweis
e Betrachte h(M) = M’:
- modifiziert NTM M zu einer NTM

M’ mit gleicher Laufzeit und
Akzeptanzverhalten nur dass das
Zeichen “#“ wie “_” behandelt
wird

¢ Reduktionsfunktion:

f(<M,x>) = <h(M),x gnk-ns,

Informatik Il
Winter 2007/08

Donnerstag, 24. Januar 2008

» Laufzeit auf Eingabe der Lange n ist
O(n + nX) = O(nk)
» Korrektheit:
o <M,x> & Aymimenk
< M akzeptiert in Laufzeitnk
die Eingabe X
< M’ akzeptiert in Laufzeit
nk die Eingabe x gnk-n
< M’ akzeptiert in Laufzeit
n’ = nk die Eingabe x gnk-n
mit Lange n’
o <M’ x #7ns e ANTIMEM)

Rechnernetze und Telematik
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Das Parkett-Problem

» Definition

e Das Parkettproblem ist das Problem, eine gegebene quadratische
Flache mit Parkettstiicken verschiedener Form lickenlos
abzudecken

¢ Auch bekannt als zweidimensionales Domino-Problem, also:
- Parkett-Teil S: 4-Tupel (S(1), S(2), S(3), S(4)) mit S(i) € {0,1}*

- H(S,S’) := Sund S’ passen horizontal, d.h. S(2)=S’(4) S(1) S'(1)
- V(S,S’) := S und S’ passen vertikal, d.h. S(3)=S’(1) S(4)  S@l=|s'@) S"@]
e Gegeben:
J S(3) S'(3)

- Menge von Bauteilen M = {B4,B,,B,,..., B/}
- Oberer Rand S, 4, ..., S1

- Unterer Rand S, 4, ..., Siim S(1)
e Gesucht: S(4) S(2)
- Gibt es eine Menge von Bauteilen S;;, firi € {1,..,m}, 5(3)
j € {2,..,m-1} die passen, d.h. _
« H(S,;,Si,q) firallei e {1,..m}, j € {1,..,m-1} und S'(1)
* V(S;;,Si1y) firallei e {1,..,m-1}, je {1,..,m}. S'(4) S"(2]
informatik Il 51 A|bert-|j,leC10VCil;Jb-UI§\'/gL|LdL r'lrzriﬁ:;
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Das Parkett-Problem

Rechnernetze und Telematik
Christian Schindelhauer

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

52

Winter 2007/08

Informatik Il

52

Donnerstag, 24. Januar 2008



AnTivE() Smo PARKETT

\
» Betrachte NTM M 00
)
¢ die nach der a a a b _ _ _
Berechnung das 01
gesamte Band mit } - - > B B B
_ beschreibt -
e mit elnFIeutlgen 3 " " " 3 3 3
akzeptierenden 01
Zustand Qak:
_ | _ b b b _ _ _
¢ und die am linken 0
Rand der Eingabe -
. b
akzeptiert = = = = =
01
_ b _ _ _ _ _
11
| 4
Akzeptiert auf leerer Eingabe
Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
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AntivE() <mp PARKETT

» Sei bin(x) eine Kodierung jeweils der e FUr die obere Zellen ergeben sich
endlichen Zustande und folgende Teile
Eingabesymbole als eindeutige - S11=(0, 0, 1 bin(x1) bin(go), 0)
Binarzahl mit der festen Lange

- S1i= (0, 0, 0 bin(x)), 0) firi =2
1+ log max{|=}|Ql 5= 0,9,9bink), Hiuri=2
e FUr die untere Zeile ergeben sich die
Teile

» Kodiere die Linearzeit-Berechnung - Smi1 = (1 bin(“_") bin(gakz),0,0,0)

wie folgt: i - A

- Sm,i= (1 bin(*_"),0,0,0) flri > 2
e Die Bandzelle j im Schritt i wird als i= (1bin(_",0,0,0)furi =

Bauteil Sij kodiert

e |st der Kopf der NTM auf der
Bandzelle wird in die Bandzelle
zusatzlich der Zustand kodiert

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. 54 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
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Christian Schindelhauer

Donnerstag, 24. Januar 2008 o4



Berechnung einer 1-Band-NTM

a/?\

OO

Q000
QELE]@
B@El@
D@@m]@
mfojofs
mijouls
0000

Akzeptiert auf leerer Eingabe

Informatik Il
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000
OO0
OO0
0O 0O
0O 0O
0O O
OO0

(arb

01

(a,r,b)

—(b.l,_) =

)

_) (b,l’_)
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AntivE() <mp PARKETT

» Kodiere die Berechnungsschritte wie
folgt:

e Die Bandzelle j im Schritt i wird als
Bauteil S;; kodiert

¢ |st der Kopf der NTM auf der Bandzelle
wird in die Bandzelle zusatzlich der
Zustand kodiert

e Fur die inneren Zellen gibt es folgende
Falle:

- Der Kopf der NTM ist vor und nach
einem Berechnungsschritt i nicht in
der Zelle j, sei z das Zeichen auf dem
Band und bin(z) die Binardarstellung

* entspricht Baustein (0 bin(z), O, O
bin(z), 0)
- Der Kopf der NTM mit Zustand q

bewegt sich von links in die Zelle mit
Zustand

Informatik Il
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* entspricht Baustein (0 bin(z), 0O, 1
bin(z) bin(q), 1 bin(q))
Analog von rechts:
* entspricht Baustein (0 bin(z), 1
bin(q) , 1 bin(z) bin(g), 0, 0)
Der Kopf war im Schritt zuvor in der
Zelle.

Die Berechnung ergibt aus Zustand g
mit Symbol z, Nachfolgezustand g’
mit Symbol z’ und
Bewegungsrichtung links

* entspricht Baustein (1 bin(z)
bin(q) , 0, 0 bin(z’), 1 bin(q’)

Entsprechend rechts

* entspricht Baustein (1 bin(z)
bin(q) , 1 bin(q’), 0 bin(z’), 0)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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AntivE() <mp PARKETT

» Die Reduktionsfunktion: - (0 bin(z), 1 bin(q), 1 bin(z) bin(g), 0) far alle z
e Auf Eingabe 1-Band NTM M mit €2,9€Q
Zustandsmenge Q, Startzustand g, und e Rechenzellen: Falls (9,z) —=(q’,z,l) in der
akzeptierenden Zustand q,,, welche in Ubergangsfunktion von M:
Linearzeit rechnet und die Eingabe |6scht - (1 bin(z) bin(g) , 0, 0 bin(z’), 1 bin(q"))
e und Eingabe x € X* e Falls (9,2) —=(q’,z,r) in der Ubergangsfunktion
» 1. Erzeuge oberen und unteren Rand durch die von M
Teile - (1 bin(z) bin(g) , 1 bin(q’), 0 bin(z’), 0)
- 31,1 =(0, 0, 1 bin(x4) bin(gp), 0), S4;= (0, O, » Laufzeit: O(n) (Reduktion besteht hauptséchlich
0 bin(x;), 0) furi =2 aus Kopieren)
- Sm,1 = (1 bin(*_") bin(gu,) 0, 0, 0, 0), Sy = » Korrektheit:
(0 bin(“_"),0,0,0) furi=2 e Jede akzeptierende Berechnung ergibt eine
» 2. Erzeuge die folgenden Parkett-Teile vollstandige Parkettierung
e Standardzellen: (0z,0,0z,0) fir allez € = ¢ Jede vollstandige Parkettierung kann einer
: akzeptierenden Berechnung zugeordnet
e Schiebezellen:
werden

- (0 bin(z), 0, 1 bin(z) bin(q), 1 bin(q)) fur alle z
€2,9€Q

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
. o8 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
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Beispielreduktion

Eingabe 0 0 0 0 0 0 0 0
. -4+]0 0|0 Olo 0 olo olo olo 0
aaab____ 1200 | o0a oa | ob 0_ 0 0. 0.
111 0_ 0_ 0_ B 0_ 0_ 0_
0 0|0 0lo 0 0]o 0]o 0lo 0
0 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_
) 1200 | [ 1a00
‘1= >
0 101 0 101 0 e =
.. 0_ Ob 0 ollo o
Y| 1a01 1b01 0_ 0a Ob
0 100 111 0
Oc Oc )
. far alle c e {_,a,b}
S L ) Lo g o ta|
« | m—m—— ir alle 00,01,10,11
*|- [ 7670 1601 1cg lcg ralle q et J
101 O 101 O
“q- --*O_H—- - - -4 0_
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Definition FinPred

» Endliches Pradikat - Teile sind gleich: FUr Variablen x,y €
e Ist eine Funktion P(x1,...,xx) die fiir {0,1}P mit X= X1,...,Xp und y= y1,...,Yp
Variablen xi,...,xk € {0,1}° die Werte 0 * Teilgleichap,c(X,Y)
(falsch) oder 1 (wahr) liefert = (Xa = Yb) A (Xa+1 = Yb+1) A ... A (Xb
e \Wir beschranken uns auf die folgenden +c-1 = Yoic-1)
Pradikate auf Konstanten oder » Definition FinPred (Endliche Pradikate)
Variablen e Gegeben:
- Element: FUr X,y1,....yk € {0,1}: fur - Eine Menge von endlichen
Konstanten yi,...,yk und Variable x Pradikaten
* Element(x, y1,...,yk) := 1 gdw X € e Gesucht:
Y15-Yk} - Gibt es eine Belegung der Variablen

X1,...,Xk € {0,1}P° so dass alle
Pradikate erfullt werden

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beispiel fur FinPred

» Beispiel: » Losung:
e Element(x,010,100,111) e x =100
e Element(y,110,000) oy=110
e Teilgleichz 3,1 (X,Y) e z=110
e Element(z,110,011,101) » Teilgleichz,3,1 (X,y)
e Teilgleich1.22 (x,2) e x= 100, y=110
» Teilgleich1,2,2 (x,2)
e x=100, z=110
Informatik III Rech.nernet.ze und Telematik
Winter 2007/08 61 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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PARKETT <, , FinPred

»Lemma I R R R
— PARKETT <m,p FinPred —
»Reduktion 21?21?]7
— PARKETT ist gegeben als 21?2?17
- Menge von Bauteilen M = {B4,B,,B,,..., B/} 212|122
- Rander Sy 4, ..., Symund Sy 4, ..., Syim 0 %olo Molo ol ©s
— Verwende fur alle Rander Zeichenketten gleicher Lange p EE—
— Kodiere ein Bauteil S als Zeichenkette S= S(1)S(2)S(3)S(4) S(1) S'()

— Seien V;; Variablen aus {0,1}*°
— Fluge Pradikate ein:
* Element(V,;S, ) fur alle i € {1,..,m} S(3) S'(3)
* Element(V,,;, Sy ) furallei e {1,..,m}

- Element(V,;, By,By,Bs,..., By fur alle i € {2,..m-1}, j € {1,..,m} ()
* Teilgleichy,q3p.1p(Vii,Viiwq) fUralleie{1,..,m}, j{1,..,m-1} S(4) S(2)
* d.h. horizontal passend S(2)= S’(4) S(3)
* Teilgleichyy, 11,5V, Vise)) firalleie {1,..,.m-1}, j € {1,..,m} s'=(1)
* d.h. vertikal passend: S(3)=S’(1)
»Korrektheit folgt aus der einfachen aussagenlogischen Umformung S S
> Laufzeit O(n?), hauptsichlich fiir O(m?) Pridikate Teilgleich S(3)
informatik Il 62 A|beﬂ-&%cxigzirbe;iz\?egsqfé: ?'[ZTEZTS
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FinPred <, , SAT

» Definition SAT - Ersetze Teilgleich,y (X, y) fUr
° Gegeben X= X15:05Xp und y= Y1s--03Yp durch
- Eine Boolesche Funktion ¢ mit [Xa = Yol A [Xas1 = Yor1] Avee A[Xare1
Variablen Xq,..., X, = Ypic-il
e Gibt es eine Belegung von Xi,..., X, - Ersetze [x; = yj] durch
far welche ¢(Xy,..., X,)=1 XiAY) V(= XA =y
» Lemma: FinPred <, , SAT e \ler-"unde” alle entstehenden
: P Booleschen Pradikate T4, To, ..., T;:
» Beweis: Reduktion: AT T
e Forme jedes Pradikat als Boolesche i 1 A2 A Ay
Funktion um » Laufzeit: O(n) )
- Ersetze Element(X, V1,...,y,) fUr » Korrektheit: folgt aus der Aquivalenz
x € {0,1}P durch der Umformungen

Teilgleichy 1p(X, Y1) v
Teilgleichy (X, Y2) V ... v
Teilgleichy ¢ (X, Vi)

Rechnernetze und Telematik
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Komplexitatstheorie

3-SAT ist NP-
volistandig
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SAT <, 3-SAT

» Reduktionsfunktion
e Flge fur jede Konjunktion oder Disjunktion zweier Teilterme eine neue Variable
ein
o Stelle fur alle die Gleichungen auf
- X=Y vzoderXx=y A z, wobei x,y,z Literale sind
e Stelle alle Gleichungen als Klauseln dar mit Literalen x,y,z:
- X=y vz
* aquivalentzu (X A (y v 2) v (=x A =(y v 2)
* wird dargestellt als Klauseln: (X vX Vv ay) A (X v XV az) A (X VYV 2)
- X=YAZ
* aquivalent zu (X A (Y A Z2)) v (BX A (Y A 2)
* wird dargestellt als Klauseln: (X v =y v =z) A (X V X V Y) A (BX V =X V 2)

A1, 29, 23,24 € {0,1} : (((x1 AZT3) VI3 VZTh) A(T1 A T3)

E|$1,...,$4,h1,...h5E{O,l} ha=21 A T3 |l = sunz || s = Z0 A T3

ho = ha V hs

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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SAT <, , 3-SAT

dz1,x9,23,24 € {0,1} : (((x1 AZT3) V3V Zg) N (T1 AT3)

3$1,...’$4,h1,...h56{0,1}

ho = hg V hs

(h1V h1V ha) A (haV haV h3) A (h1V ha V h3)
. Vo
(hg\/hg\/h4)/\(h2\/h2\/h5)/\(hz\/h4\/h4)

Rechnernetze und Telematik
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SAT <, , 3-SAT

» Reduktionsfunktion * wird dargestellt als Klauseln:
e Flige flr jede Konjunktion oder XV =y Vv =Z)A(=XV=XVY)A (=X
Disjunktion zweier Teilterme eine neue vV =XV 2
Variable ein » Korrektheit:
o Stelle fur alle die Gleichungen auf e folgt aus der Aquivalenz der
- X=Yy vzoderx=y a z, wobei x,y,z Teilformeln
Literale sind » Zeitaufwand zur Berechnung der
o Stelle alle Gleichungen als Klauseln dar Reduktion:

mit Literalen x.y,z: e Zerlegen der Teilformeln in

- X=y vz Gleichungssysteme: O(n?)
+ wird dargestellt als Klauseln: (x v x e Umwandeln der Gleichungen in 3-
VaY)AXVXVaZ)A(-XVY V2 KNF: O(n)
- X=yAZ
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Theorem: 3-SAT ist NP-
vollstandig

» Bewelis:

e SAT <, ,3-SAT

- impliziert dass jedes NP-Problem auf 3-SAT reduziert
werden kann

- daher ist 3-SAT NP-schwierig

e 3-SAT <, , SAT
- ist trivial: jede 3-KNF ist eine Boolesche Funktion
- Da SAT € NP folgt: 3-SAT € NP

e Damit ist 3-SAT NP-vollstandig
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Komplexitatstheorie

Parkett und Clique
sind NP-
vollstandig
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Theorem: PARKETT ist NP-
vollstandig

» Beweis:
e Wir haben bewiesen:
- Faralle L € NP gilt: L <., , PARKETT
- Damit ist PARKETT NP-schwierig (hach Definition)
e Andererseits:
- PARKETT <, , SAT

- Da SAT € NP, folgt PARKETT € NP
e Damit ist PARKETT NP-volistandig
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Theorem: CLIQUE ist NP-volilstandig

» Definition CLIQUE: - Konstruiere Verifizierer:
e Gegeben: * Sei vi1,V2,..,Vk eine beliebige
- Ein ungerichteter Graph G Knotenmenge der GroBe k
- Eine Zahl k * Sei <G,k> die Instanz von
e Gesucht: CLIQUE
- Hat der Graph G eine Clique der * Veritiziers, ob di? Knote.n
GréBe k? V1,V2,..,Vk verschieden sind und
_ ob alle Kanten zwischen den
> Beweis: Knoten existieren
e Wir haben bereits bewiesen: 3-SAT _ Laufzeit: O(n?)
=m,p CLIQUE

- 3-SAT ist NP-schwierig

- Dann ist CLIQUE auch NP-
schwierig

e Zu beweisen: CLIQUE istin NP
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