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Wiederholung: 3-SAT

» Definition:

e 3-SAT = { Y | @ ist eine erflllbare
Formel in 3-CNF}

*zB: = (x1 VX1 V) AN(ZI1VZ2VZ2) NA(ZT1V 22V Z2)

» 3-SAT ist NP-vollstandig
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VERTEX-COVER

» Definition:

¢ Eine Knotenuberdeckung eines
ungerichteten Graphs G

¢ ist eine Teilmenge seiner Knoten, so
dass jede Kante von

e einem dieser Knoten berUhrt wird.

» VERTEX-COVER = { (G, k) | G ist ein
ungerichteter Graph mit einer k-
Knotenuberdeckung }
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VERTEX-COVER ist in NP

Beweis:
» k-Knotenuberdeckung ist Zertifikat c
e GroBe ist polynomiell in Eingabelange
» Verifizierer A(G=(V, E), k, ¢)
e Prufe, ob ¢ Kodierung von U CV,
wobei |[U| < k
e FUr alle Knoten u € U markiere alle
Kanten {a, b} € E mit u € {a, b}

¢ Sind alle Kanten markiert, akzeptiere.
Sonst verwerfe.

¢ | aufzeit von A polynomiell in der

Eingabelange k — 3
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VERTEX-COVER ist NP-
schwierig

» Beweis durch 3-SAT <mp VERTEX-COVER

e |dee:
Qp: (21?1\/$1\/372)/\(58_1\/£IZ’_2\/$_2)/\(£E_1\/272\/332)

e Jede Variable aus Y abbilden auf Knotenpaar, das fur
positive bzw. negative Belegung steht:
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

e Jede Klausel aus P abbilden auf Knotentripel, die den Literalen
entsprechen

YV=(x1Vx1 V) AN(Z1VZ2VIT3)A(Z1V a2V x2)

@A@ @‘@ @‘@
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

» P habe m Variablen und n Klauseln. Wahle k =m + 2n

» k-Knotenuberdeckung z.B.

O—@

FANARVAN
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

e \erbinde ,Literale' der Knotentripel mit den
entsprechenden Knoten der Variablen-Knotenpaare
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

e \erbinde ,Literale' der Knotentripel mit den
entsprechenden Knoten der Variablen-Knotenpaare
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VERTEX-COVER

e \erbinde ,Literale' der Knotentripel mit den
entsprechenden Knoten der Variablen-Knotenpaare
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

» P ist erfullbar
genau dann,
wenn G eine
k-Knoten-
uberdeckung
hat

%D: (xl\/331\/CEQ)/\(CU_l\/CU_Q\/CC_Q)/\(f_l\/QZ‘Q\/ZCQ)
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3-SAT <m, VERTEX-COVER

» P ist erfullbar — G hat eine k- e Gewahlte Knotenlberdeckung hat
Knotenuberdeckung offensichtlich GroBe k

e \Wahle die Knotenltberdeckung wie folgt:

e FUr jede in der erflllenden Belegung von
P mit ,wahr” belegte Variable x; wahle 1 =0 To =1
im entsprechenden Knotenpaar in G den 0 ’ 1 0
Knoten x;; falls x, mit ,falsch® belegt ist

den entsprechenden negierten Knoten.

- ist erfullbar
— jede Klausel von  ist erflllbar

— jede Klausel enthalt maximal zwei
falsche Literale. Wahle diese
Knoten. (Falls weniger als zwei
Literale falsch sind, fulle mit
beliebigen wahren Literalen auf.) Y =(z1 V21 Vae) A(TT VT2V T2) A (T1V oV 22)

0 O 1 1 0 0 1 1 1
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VERTEX-COVER

e Gewahlte k-Knotenlberdeckung
beruhrt alle Kanten:

- Kanten der Knotenpaare, da je
einer der beiden gewahlt

- Kanten der Knotentripel, da je
zwei der drei gewanhit

- Verbindungskanten zu erflllten
Literalen in Variablen-
Knotenpaaren abgedeckt

- Verbindungskanten zu nicht
erfullten Literalen Uber
Knotentripel abgedeckt

Y= (z1 Vo1 VT)ANTTVT2VT2) A(TTV 22V T2)
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VERTEX-COVER

» G hat eine k-Knoteniiberdeckung — P
ist erfullbar

¢ |n jedem Variablen-Knotenpaar muss
genau ein Knoten der Uberdeckung
angehoren. Belege die Variable in Y
dementsprechend.

¢ |n jedem Klausel-Knotentripel missen
genau zwel Knoten Teil der
Uberdeckung sein. Die zu dem dritten
Knoten gehdrende Verbindungskante
muss daher durch einen Variablen-
Knoten Uberdeckt sein

— das entsprechende Literal ist
wahr

— die Klausel ist erflllt

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

» Theorem:
e \VERTEX-COVER ist NP-vollstandig

561:()

W= (r1 Vo V) A @IV T2 VT2)A(TTV T2V To)
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Komplexitatstheorie

Hamilton ist
NP-vollstandig

16
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Hamiltonsche Pfade

» Definition:

e HAMPATH = { (G, s, t) | Der gerichtete Graph G enthalt
einen Weg von s nach t, der jeden Knoten genau
einmal besucht. }

S ! S !
Informatik 1l Rechnernetze und Telematik
17 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Winter 2007/08 Christian Schindelhauer

Freitag, 7. Marz 2008 17



Hamiltonsche Pfade

» Theorem:

e HAMPATH ist NP-vollstandig
» Beweis:

e HAMPATH & NP:

- Hamiltonscher Pfad (s, v4, Vo, ...
dient als Zertifikat ¢ (GroBe
offensichtlich polynomiell in
Eingabelange)

- Verifizierer A(G=(V, E), s, 1, C)

* Prufe, ob ¢ Kodierung einer

Permutation der Knoten
(S, V4, Vo, ..., Voo, 1) it

’ Vn—2’ t)

+ FUr je zwei aufeinander folgende
Knoten (x4, X,) € c, prufe, ob es eine

gerichtete Kante (x4, X,) € E gibt.
Falls nicht, verwerfe.

Informatik Il 18
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

* Akzeptiere.

- Laufzeit von A polynomiell in der
Eingabelange
o z.z.. HAMPATH ist NP-schwierig
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Hamiltonsche Pfade

» HAMPATH ist NP-schwierig
» Beweis durch 3-SAT =<m,p HAMPATH
e |dee:
Zp = (23‘1 \/513‘1 \/ZEQ) N\ (513_1\/56_2\/55‘_2) N\ (513_1\/5172 \/CEQ)
e Jede Variable x; aus P abbilden auf rautenartige

Knotenstruktur mit einer horizontalen Knotenzeile

{
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Hamiltonsche Pfade

¢ Rautenformige Knotenkonstrukte flr die einzelnen
Variablen xi verketten

e Startknoten s, Endknoten t
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Hamiltonsche Pfade

e Klauseln ci aus Y abbilden auf separate Knoten

Yp=(@x1Vz1 V) AN(ZT1VZ2VZ2) A(Z1V 22V Z2)

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008
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Hamiltonsche Pfade

e Horizontale Knotenzeile einer Knotenstruktur im Detail:

- FUOr jede Klausel ¢4 ... ¢ ein Knotenpaar

- ,Irenner-Knoten® zwischen den einzelnen Knotenpaaren, sowie am
Anfang und Ende der Knotenzeile

- d.h. 3k + 1 Knoten im Inneren der Rauten-Knotenstruktur

C%’ K/QK—/’Q—’K/O—> \/Og?

je——Hier3k+1=3-2+1 =7 Knoten =————>}
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Hamiltonsche Pfade

e /usatzliche Kanten zu den Klausel-Knoten

- Falls Klausel c;j die Variable xi enthalt:
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Hamiltonsche Pfade

e /usatzliche Kanten zu den Klausel-Knoten

- Falls Klausel c;die Variable = x; enthalt:
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Hamiltonsche Pfade

» P ist erfullbar = G besitzt einen Hamiltonschen Pfad
¢ \ernachlassige zunachst die separaten Klausel-Knoten

e Dann gibt es einen Pfad von s nach t, der der Reihe
nach alle rautenformigen Knotenstrukturen durchlauft
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Hamiltonsche Pfade

e Durchlaufe dabei eine Rautenstruktur ,,zick-zack®, wenn die Variable x;in
der erflllenden Belegung von Y mit ,wahr” belegt ist, d.h.

@
i OS2 0O0=>0—> ...
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Hamiltonsche Pfade

» Durchlaufe dabei eine Rautenstruktur ,,zack-zick®,
wenn die Variable xi in der erfullenden Belegung von
mit ,falsch” belegt ist, d.h.
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Hamiltonsche Pfade

» Binde separate Klausel-Knoten in Pfad
ein

e ) ist erflllbar

— jede Klausel von y ist erflllbar

— jede Klausel enthalt mindestens ein
wahres Literal

Wahle in jeder Klausel genau ein wahres
Literal und baue Umweg Uber Klausel-
Knoten in Pfad ein

Durch Wahl des Wegs ,,zick-zack® bzw.
,Zack-zick®" abhangig von der
Variablenbelegung, zeigen die Kanten
zu den Klauselknoten fur wahre Literale
stets in die richtige Richtung

— Der beschriebene Pfad von s nach t
existiert und ist ein Hamiltonscher Pfad

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

1. Fall c; enthalt x;
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Hamiltonsche Pfade

» G besitzt einen Hamiltonschen Pfad — D ist erfUllbar
— P ist erfillbar e 7.z.: Rautenstrukturen werden der
¢ Falls Rautenstrukturen der Reihe Reihe nach von oben nach unten
nach von oben nach unten durchlaufen
durchlaufen werden: - Umrahmende Kanten der
- Bestimme Variablenbelegung Rautenstrukturen gerichtet

anhand ,,zick-zack® bzw. ,,zack- — Springe nur Uber
zick” Wegen Klauselknoten maoglich

- Hamiltonscher Pfad besucht alle
Knoten, insbesondere auch alle
separaten Klauselknoten

— nach Konstruktion ist pro
Klausel wenigstens ein
Literal wahr

— jede Klausel ist erfullbar
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Hamiltonsche Pfade

e Falls der Pfad einen Sprung macht,
muss entweder Knoten a»> oder as ein
Trenner-Knoten sein

e a» Trenner-Knoten — a» hat
eingehende Kanten von a1 und as

¢ a3 Trenner-Knoten — ar hat
eingehende Kanten von a4, as und ¢;

e a1 und c; schon im Pfad enthalten &
Kante nach as einzig moglicher
weiterfuhrender Pfad — kein Weg
zurick nach a

e Widerspruch! — Pfad kann keinen
Sprung gemacht haben
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Ungerichtete Hamiltonsche
Pfade

» Definition:

e UHAMPATH = { (G, s, 1) | Der ungerichtete Graph G
enthalt einen Weg von s nach t, der
jeden Knoten genau einmal besucht. }

» Theorem:
e UHAMPATH ist NP-vollstandig

» Bewelis:
e UHAMPATH & NP: Verifizierer analog zu HAMPATH

o /.z.: UHAMPATH ist NP-schwierig
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Ungerichtete Hamiltonsche Pfade

» UHAMPATH ist NP-schwierig » Reduktionsfunktion: (G, s, t) = (G,
» Beweis durch HAMPATH =m,p sout, tin)
UHAMPATH eG=(V,E),G =(V,E)
e |dee: e FUralleu e V\{s, t}
- fige u™, u™d, yout zy V" und {u™,

\ ymid} fymid_youtl zy E” hinzu
—> e Fiir alle (u, v) € E\ {(*, s), (t, *)}
/ - fage {ueut, vin} zu E” hinzu

e FligesoUt =g, t" =t zu V" hinzu

\f\
/\9/ u u

in mid out
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Ungerichtete Hamiltonsche Pfade

» (G, s, t) €« HAMPATH — (G', sout, tin) = » (G, s°ut, t") = UHAMPATH — (G, s, {)
UHAMPATH e HAMPATH

e Dem Pfad s, uq, Us, ..., U, tin G e auf s°'! muss ein u;" folgen
entspricht e auf alle uj" missen u;md und u;°"!

¢ nach Konstruktion offensichtlich der folgen
Prad | | | | e auf alle u°U muss ein u;" folgen

_Sout, u1|n, u1m|d, u1out, uzln, U2m|d, UZOUt, (SpeZ|aIIfaII UiOUt N tin)

in .

- 1IN G e Da es keine Kanten {t", u"} € E" gibt,

muss der Pfad in t" enden. Weiterhin
enthalt der Pfad alle Knoten.

— Es gibt einen entsprechenden
Hamiltonschen Pfad in G

3 >
ﬂ u u

—7 in mid  out
Informatik III Rechnernetze und Telematik
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Komplexitatstheorie

Das Tellsummen-
problem ist NP-
vollstandig

34
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Das Teilsummenproblem

» Definition SUBSET-SUM:
e (Gegeben:

- Menge von natlrlichen Zahlen S = {xq, ..., Xi}

- Eine naturliche Zahl t
e (Gesucht:
- Gibt es eine Teilmenge {y4, ..., Ym} C {Xq, ..., X} SO

Zyi =1
i=1

dass

» Theorem:
e SUBSET-SUM ist NP-vollstandig

Rechnernetze und Telematik
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Tellsummenproblem ist in NP

» Bewelis:
o Teilmenge {y;, ..., ym} dient als Zertifikat c (GroBe
offensichtlich polynomiell in Eingabelange)
e \ferifizierer A(S, t, c)
- Prife, ob ¢ Kodierung einer Teilmenge {y1, ..., Ym}
von S ist
- Addiere die Elemente von {y4, ..., Y} auf. Falls die

Summe t ist, akzeptiere. Andernfalls verwerfe.

e | aufzeit von A polynomiell in der Eingabelange

Rechnernetze und Telematik
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3-SAT =m,p SUBSET-SUM

» Sei P eine Boolesche Formel e FUr jedes Literal —x; in Klausel ¢;
e mit Variablen xy, ..., x, und Klauseln addiere 10 zu z,
C1y +-xs Ci- e Initialisiere g;, h; mit 10
» Konstruiere die Menge S wie folgt: e Wahle t als (k+m)-stellige
e Fir jede Variable x; fige zwei Zahlen Dezimalzahl, bestehend aus k 1en
y,, Z hinzu gefolgt von m 3en
e Reduktion in polynomieller Zeit

e FUr jede Klausel c; flige zwei Zahlen )
. durchflhrbar
g;> h; hinzu
e |nitialisiere y;, z. mit 10+™-1 (Ziffern im
Dezimalsystem)
e FUr jedes Literal x; in Klausel c;

addiere 101 zu y;

Rechnernetze und Telematik
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» Beispiel fur

Das Teilsummenproblem

v=(x1VT1Vx)AN(ZIVTIVT3)A(T1Vz2V Z2)

S

2

1

Y1

Z

Yo

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. Marz 2008

1. Schritt:
Fur jede Variable x; fuge zwei Zahlen y;, z; hinzu
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» Beispiel fur

Das Teilsummenproblem

v=(x1VT1Vx)AN(ZIVTIVT3)A(T1Vz2V Z2)

S

2

1

Y1

Z,

Yo

Zs

(o

h;

g-

h,

gs

hs

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. Marz 2008

2. Schritt:
Fur jede Klausel c; fuge zwei Zahlen g;, h; hinzu
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Das Teilsummenproblem

» Beispiel fir 1) = (331\/5131\/5132)/\(117_1\/33_2\/@)/\(37_1\/372\/332)

S 2 1 Cs C, C,

% 0 1 O 0 o0
z, 0 1 O 0 O

y» | 1 0o | 0o o0 o0
2| 1 o o o o 3. Schritt:

Initialisiere y;, z; mit 10+
91

h,

(*))

h,

gs

hs

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
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» Beispiel fir w -

Das Teilsummenproblem

S

Co

Y1

Z,

Yo

Zs

0

0

1

0

0

g4

h,

(*))

h,

gs

hs

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

Wz 72) A (FTV T2V 73) A (FTV B2V 22)

4. Schritt:
Fiir jedes Literal x; in Klausel c; addiere 101 zu y;
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Das Teilsummenproblem

Beispielfir 1 = (21 V 21 V(@) A (T VT3V F2) A (TTV 72 V 72)

S 2 Cs C, Cy
2 0 0 0 1
z, 0 0 0 0
Yo 1 0 0 1
z, 1 0 0 0
g1
h,
g>
h,
gs
hs

Informatik 1l

Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

4. Schritt:
Fiir jedes Literal x; in Klausel c; addiere 101 zu y;
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Das Teilsummenproblem

» Beispiel fir 1 = (x1Vx1 VX)) A (T VT2V TZ2)A(ZT1V T2 \/@

S 2 Cs C, Cq
2 0 0 0 1
z, 0 0 0 0
Yo 1 1 0 1
z, 1 0 0 0
g1
h,
g-
h,
gs
hs

Informatik 1l

Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

4. Schritt:
Fiir jedes Literal x; in Klausel c; addiere 101 zu y;
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Das Teilsummenproblem

s Beispiel fur ) = (21 V 71 V 32) A(Z)V T3 V T3) A (T V 32 V 32)

S

2

1

Cs

Y1

Z4

Yo

Zs

0

0

1

1

0

0

g1

h,

(*))

h,

gs

hs

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

5. Schritt:
Fiir jedes Literal —x; in Klausel c; addiere 10! zu z;
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Das Teilsummenproblem

Beispielfir %) = (21 V 71 V 32) A (F1 V73V 73) A(Z)V 72 V 72)

S

2

1

Y1

Z,

Yo

Zs

0

0

1

1

g4

h,

(*))

h,

gs

hs

Informatik Il

Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

5. Schritt:
Fiir jedes Literal —x; in Klausel c; addiere 10! zu z;
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Das Teilsummenproblem

» Beispiel fir 1) = (xl V1V xz) A (:v_l \/@\/@ A (56_1 V2oV CCQ)

S

Cs

Y1

Z4

Yo

Zs

0

1

g1
h,

(*))

h,

gs

hs

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

5. Schritt:
Fiir jedes Literal —x; in Klausel c; addiere 10! zu z;
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Das Teilsummenproblem

» Beispiel fir 1) = (331\/5131\/5132)/\(117_1\/33_2\/@)/\(37_1\/372\/332)

S 2 1 Cs C, C,

% 0o 1 o o0 1
z, 0o 1 1 1 0

Yo 1 0 1 0 1
z |1 0] 0 1 0 6. Schritt:
Initialisiere g;, h; mit 10"

g1 0 0 1

h, 0 0 1

gs 0 1 0

h, 0 1 0

gs 1 0 0

h; 1 0 0
Informatik Il Rech.nernet.ze und Telematik
Winter 2007/08 47 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Christian Schindelhauer
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» Beispiel fur

Das Teilsummenproblem

v=(x1VT1Vx)AN(ZIVTIVT3)A(T1Vz2V Z2)

S 2 Cs C, Cy
2 0 0 0 1
z, 0 1 1 0
Yo 1 1 0 1
z, 1 0 1 0
(o} 0 0 1
h, 0 0 1
9- 0 1 0
h, 0 1 0
gs 1 0 0
h, 1 0 0
t 1 3 3 3
Informatik 1l
Winter 2007/08

Freitag, 7. Marz 2008

7. Schritt:

Wahle t als (k+m)-stellige Dezimalzahl, bestehend
aus k 1en gefolgt von m 3en

Rechnernetze und Telematik
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Das Teilsummenproblem

» P € 3-SAT — (S, t) € SUBSET-SUM
e Falls x; wahr in erflllender
Belegung, flige y; zur Teilsumme
hinzu, andernfalls z,
e Die linken k Stellen von t sind 1en
-\ erfullbar
— jede Klausel erfullbar

— in der Summe wenigstens eine
1 pro Klausel-Spalte
— fulle Teilsumme mit g;, h, auf,

SO dass
jede Klausel-Spalte in der
Summe 3 hat

e Damit (S, ) € SUBSET-SUM

Informatik Il
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008
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S 1 Cs C, C,
Y1 1 0 0 1
z, 1 1 1 0
Yo 0 1 0 1
z, 0 0 1 0
g1 0 0 1
h, 0 0 1
*P) 0 1 0
h, 0 1 0
gs 1 0 0
h, 1 0 0

Rechnernetze und Telematik
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» Beispiel fur

Das Teilsummenproblem

Y= (x1Vz1Va)A(ZTTVZ2VI2) A(TTV 22V Z2)

S 2 Cs C, Cy
2 0 0 0 1
z, 0 1 1 0
Yo 1 1 0 1
z, 1 0 1 0
g1 0 0 1
h, 0 0 1
9> 0 1 0
h, 0 1 0
gs 1 0 0
h, 1 0 0
t 1 3 3 3
Informatik 1l
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

Y ist erfullbar (x, = falsch, x, = wahr)

es gibt eine Teilmenge {z4, ¥», 91, h4, g5, h,, g3} von S, deren
Summe t ist

Rechnernetze und Telematik
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Das Teilsummenproblem

» (S, t) € SUBSET-SUM — @ € 3-SAT
e Beobachtungen:

- alle Ziffern der Zahlen aus S sind
entweder 0 oder 1

- in jeder Klausel-Spalte kbnnen
nach Konstruktion niemals mehr
als funf 1en stehen

— es kann keinen Ubertrag
geben

- Damit die linken k Stellen von t
1en sind, muss in der Teillsumme
fur jedes i entweder y;, oder z,

enthalten sein

Informatik Il 51
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

o Falls die Teilsumme y, enthalt, setze
X; = ,wahr",
- andernfalls (z; in Teilsumme)
setze x; = ,falsch”

¢ Teilsumme hat eine 3 in allen
Klausel-Spalten

e Potentielle Summanden g, h,
kOnnen max. 2 beitragen

— vy, Z; In Tellsumme haben min.
eine 1 pro Klausel-Spalte

— jede Klausel erfullbar
— P € erfullbar

Rechnernetze und Telematik
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Komplexitatstheorie

Approximation
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Approximation

» Ziele dieser Vorlesung:
e \lerstandnis der Begriffe
- Approximations-Gute
- Approximations-Algorithmus
- Approximations-Schema
e \erstandnis der Beispiel-Algorithmen fur die Probleme
- Vertex Cover (Knotenlberdeckung)

- Traveling Salesman Problem (TSP)

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
. 93 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
Winter 2007/08 Christian Schindelhauer
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Informatik Il
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Freitag, 7. M&arz 2008

Motivation

Viele wichtige Probleme sind NP-vollstandig

¢ (also nicht effizient I6sbar unter der Annahme P-=NP)
Diese sind zu wichtig um sie zu ignorieren
Mogliche Losungen:

e FUr kleine n ist exponentielle Laufzeit akzeptabel

o Spezialfalle vielleicht in polynomieller Zeit 16sbar

e Vielleicht tritt worst-case Laufzeit extrem selten auf

e MoOglicherweise kann eine beweisbar gute Naherungs-
LOsung in polynomieller Zeit berechnet werden

Rechnernetze und Telematik
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Konzepte und Terminologie (1)

Wir betrachten Optimierungsprobleme
Problem X hat viele LOsungen

Wir suchen Losung S fir X, die eine Kostenfunktion c(S)
minimiert oder maximiert.

e Beispiele fur Graphen:

- finde einen minimalen Spannbaum eines Graphen

- finde einen minimalen Hamiltonkreis
Seien C, C* Kosten der approximierten bzw. optimalen Losung.
Ein Approximations Algorithmus hat Approximations-Gite p(n),

e falls flr jede EingabegrdBBe n

C C*
<

Rechnernetze und Telematik
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Konzepte und Terminologie (2)

Approximations Algorithmus mit Gite p(n) wird als p(n)-
Approximations Algorithmus bezeichnet

Approximations-Schema

e Approximations Algorithmus mit zusatzlichem Parameter >0
der (1+€)-Approximation liefert

e Falls Laufzeit polynomiell in n flr jedes feste g, spricht man
von einem polynomiellen Approximations-Schema
(polynomial time approximation scheme, PTAS)

e Falls Laufzeit polynomiell in n und € (z.B. (1/€)°n?), spricht man
von einem streng polynomiellen Approximations-Schema

Rechnernetze und Telematik
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Komplexitatstheorie

Approximation
von Vertex-Cover
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Vertex Cover Problem

» Szenario:

e Alte Netzwerk-Router (Knoten) sollen gegen neue ausgetauscht
werden, die Netzwerkverbindungen (Kanten) Gberwachen
kOnnen.

e Zum Uberwachen einer Verbindung gentigt es, wenn ein Router
adjazent ist. Wieviele neue Router werden mindestens bendtigt?
» Formal:
e GegebenG=(V,E).
¢ Finde minimale Teilmenge V’ so dass
- for alle (u,v)eE qilt:
ue V' oderve V.

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. o8 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
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Approximation fur Vertex Cover

ApproxVertexCover(G(V,E))

1.C < U

2.E" < E

3. solange E'2 U

4, wahle {u,v} aus E‘ beliebig

5. C <~ CU{uyv}

- entferne zu u oder v inzidente Kanten aus E°
6. gebe C aus

chnernetze und Telematik
e —. - —-.Wigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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APPROXVERTEXCOVER(G(V, E))

1C 0

2FE «— E

3 so lange E' # ()

4  wahle {u,v} € E’ zufillig

5 C «— CU{u,v}

6 entferne zu u, v inzidente Kanten aus E’
7 gebe C aus

| | /
| L * I
(2)
(4)
Informatik
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008
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©

(1)
[ g A
) & [
(F——®
(3)

f

(minimale Losung)
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Analyse: ApproxVertexCover (1)

» Theorem:

e ApproxVertexCover hat Gite 2
und Laufzeit O(E)

» Beweis:

e Korrektheit,
d.h. L6ésung C ist Vertex Cover

- Algorithmus lauft bis jede Kante in
E zu Knoten in C inzident ist

o Gite 2

- Sei A Menge der in Zeile 4
gewahlten Kanten (blau)

- Keine 2 Kanten in A teilen einen
Endpunkt

Informatik Il 61
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

* (sobald Kante gewahlt, werden
alle inzidenten Kanten entfernt)

- Jede lteration fugt 2 neue Knoten
zu C hinzu, |C| = 2 |A|

- Minimales Vertex Cover C* muss
wenigstens einen Knoten jeder
Kante in A enthalten

- Da keine Kanten in A Endpunkte
teilen: |A| < |C*|

- somit gilt |C| < 2|C*|

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

61



Analyse: ApproxVertexCover (2)

ApproxVertexCover(G(V,E)) » Beweis:
1.C < U e | aufzeit O(E)
2.E < E - In jeder Iteration wird eine Kante

3. solange E'z & aus E’ entfernt

- bei geeigneter Datenstruktur fur

4. wahle {u,v} aus E‘ beliebig £": Laufzeit O(E)
5. C < CU{uyv}
6. entferne zu u oder v inzidente
Kanten aus Ef
7. gebe C aus
» Theorem:

e ApproxVertexCover hat Gute 2
und Laufzeit O(E)

Rechnernetze und Telematik
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Approximation
von Traveling
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Traveling Salesman Problem (TSP)

» Gegeben:
e vollstdndiger Graph G=(V,E)
e Kostenfunktion c(u,v) fur alle (u,v) € E

» Gesucht:

e Hamiltonkreis (Tour) mit minimalen
Kosten

» Theorem:

e Falls P=NP existiert kein
polynomieller Approximations-
Algorithmus far TSP mit konstanter
Gute

Informatik Il 64
Winter 2007/08

Freitag, 7. M&arz 2008

» Beweis:

e Annahme es existiert ein
Algorithmus, der TSP in pol. Zeit 10st

e Man kann zeigen: Hamiltonkreis <, ,
TSP

e Wir wissen: Hamiltonkreis ist NP-
vollstandig

¢ Also kann A nicht existieren, falls
PNP

Rechnernetze und Telematik
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Traveling Salesman Problem

» TSP mit Einschrankung: A-TSP e 7.B. wenn Gewichte Entfernungen im
» Gegeben: Euklidischen Raum reprasentieren

e vollstdndiger Graph G=(V,E)
o Kostenfunktion C(U,V) far alle (U,V) cE » Aber: Auch A-TSP ist NP'SChWierig!

e wird hier nicht bewiesen
Vu,v,w €V : c(u,w) < c(u,v) + c(v,w)

» Gesucht:

e Hamiltonkreis (Tour) mit minimalen

Kosten
c(u,v) c(v,w)

» Beschrankung der Gewichte durch
Dreiecksungleichung ist ,,naturlich®: )@

e st in vielen Anwendungsfallen c(u,w)
automatisch erfullt

Rechnernetze und Telematik
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Approximation fur A-TSP

» Losungsansatz:
e Gibt es ein dhnliches/verwandtes Problem?
e |st es einfacher zu berechnen?

» Minimale Spannbaume
e MST: Minimal Spanning Tree

e Aber: wie kann ein MST in eine kirzeste Tour umgeformt
werden?

» ldee:
e bei Tiefensuche im MST wird jede Kante zweimal traversiert

e Besuche alle Knoten in der Reihenfolge eines Pre-Order
Tree-Walks

Rechnernetze und Telematik
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Prims Algorithmus zur
Berechnung des MST

MST-PRIM(G)
1. Initialisiere Baum B mit beliebigen Knoten

2. Wiederhole bis B alle Knoten enthalt oder nicht
erweitert werden kann

- Erweitere B mit Kante mit geringstem Gewicht, die B
mit dem Rest von G verbindet

67
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Approximation fur A-TSP

APPROX-A-TSP(G,c)

1 wahle Knoten v € V

2 berechne minimalen Spannbaum T fur G mit Wurzel v

3 konstruiere Liste L der Knoten die durch pre-order tree-walk in 7" entsteht
4 Gebe den durch L definierten Hamiltonkreis aus

Graph G Spannbaum T mit Wurzel A

(gew. gemdl3 euklidischer Distanz)

®

@
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Approximation fur A-TSP

APPROX-A-TSP(G, c)

1 wahle Knoten v € V

2 berechne minimalen Spannbaum 7' fur G mit Wurzel v

3 konstruiere Liste L der Knoten die durch pre-order tree-walk in 1" entsteht
4 Gebe den durch L definierten Hamiltonkreis aus

pre-order tree-walk: durch L definierter Hamiltonkreis:
(a, b,c, h,defg)

-

)
/,
Z

‘ amatik
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Approximation fur A-TSP

APPROX-A-TSP(G, c)

1 wahle Knoten v € V

2 berechne minimalen Spannbaum 7" fur G mit Wurzel v

3 konstruiere Liste L der Knoten die durch pre-order tree-walk in 1" entsteht
4 Gebe den durch L definierten Hamiltonkreis aus

durch L definierter Hamiltonkreis: minimaler Hamiltonkreis:

Kecnnernetze und Telematik
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Approximation fur A-TSP

APPROX-A-TSP(G,c)

1 wahle Knoten v € V

2 berechne minimalen Spannbaum 7' fur G mit Wurzel v

3 konstruiere Liste L der Knoten die durch pre-order tree-walk in 7' entsteht
4 Gebe den durch L definierten Hamiltonkreis aus

» Theorem:
e Approx-A-TSP hat Laufzeit O(|E[)= O(V|?)

o Approx-A-TSP ist Approximations-Algorithmus flr A-TSP mit
Gute 2

» Beweis:

e Sei H Ergebnis von Approx-A-TSP und H* optimale Lésung

o Se|en Kosten e|ner Tour A deﬂn'ert durCh: durch L definierter Hamiltonkreis: minimaler Hamiltonkreis:

c(A) — Z C(U, ’U)
(u,v)EA
e Theorem besagt: c¢(H) <2 c(H?)

Informatik Il
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Approximation fur A-TSP

»Theorem:
— Approx-A-TSP ist Approximations-Algorithmus flr A-TSP mit Glte 2

»>Beweis (Fortsetzung):
—Sei T der erzeugte Spannbaum. Es gilt: ¢(T) = c(H*)
- Streichen einer Kante liefert in H* liefert Spannbaum mit Kosten < c(H*)
—Betrachte Folge F der Kanten die beim pre-order walk besucht werden:
- z.B. F=(a,b,c,b,h,b,a,d,e,f,e,g,e,a)
 F besucht jede Kante zweimal, somit gilt: pre-order tree-walk:
= ¢(F) = 2¢(T) (a, b,c,h,d e fg)
—Daraus folgt c(F) = 2c(H")

—H entsteht durch Streichen von Knoten in F.
Wegen Dreiecksungleichung folgt

* ¢(H) =c(F)
—Nun folgt:
* ¢(H) =2 c(H")
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Anmerkungen zum TSP

» Der angegebene Algorithmus kann leicht verbessert
werden

» Algorithmus von Christofides liefert Glte 3/2

» Weiterhin hat Sanjeev Arora 1996 ein streng
polynomielles Approximations-Schema vorgestelit:

e Eingabe:
- eine Instanz des A-TSP im d-dimensionalen
Euklidischen Raum
- unde>0

e Erzeugt in Zeit n©¥98 eine Rundreise mit Glite 1 + €
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4.2 NP

Ende
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