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Komplexitatstheorie -
Platzklassen

» Platzkomplexitat
e Definition
e Simulation mehrerer Bander
e Savitchs Theorem
» PSPACE
e PSPACE-schwierig
e Das quantifizierte Boolesche Erfullbarkeitsproblem
e Gewinnstrategien fur Spiele
» Chomsky-Hierachien
e |ineare platzbeschrankte TM

e Das Wortproblem linear platzbeschrankter TMs
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Ein PlatzkomplexitatsmaB

» Definition - z.B. Linear-Platz-TM fur f(n) = c n
e Sei M eine deterministische Turing- fdr eine Konstante ¢
Maschine, die auf allen Eingaben - z.B. Polynom-Platz-TM far f(n) = ¢
halt. nk fir Konstanten ¢ und k
e Der (Speicher-) Platzbedarf
(Platzkomplexitat) von M ist eine » Zumeist beschreibt n die Eingabelénge.

Funktion f: N — N,

- wobei f(n) die maximale Anzahl
von Bandzellen von M ist, die M
verwendet (ein Kopf der TM zeigt
auf eine Bandzelle)

e Falls f(n) der Platzverbrauch einer TM
M ist, nennt man M auch eine
f(n)-Platz-Turing-Maschine
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Konfiguration einer DTM/NTM

. " . \
» Momentaufnahme einer TM Konfiguration o
e Bei Bandinschrift uv Oaaab LaJlajla](e] L=
. . . 1
- dabeil beginnt u am linken Ende {aab 1 -
— a a —
des Bandes und —laa !
- hinter v stehen nur Blanks, poab [ [EIG)C
1
e Zustand q, .
e Kopf auf erstem Zeichen von v _bbib L]t
2
» Konfiguration C = uqv £ (b.l,)
9 I _b2b _Jle o] L] L o.1.)
I1’
» Bei Mehrband-TMs entsprechende 1b HiIDININE
Beschreibung aller Bander j
3_ ==l -
Akzeptiert
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Nichtdeterministische
Platzkomplexitatsklassen

Startkonfiguration

Platzbedarf
s(n) Anzahl der Nachfolger
— < Anzahl Zustdnde NTM
N\
N\
N —
N\
N\
=
N\
—i \ ; " —
N\
N\
— .5_' —i n
N\
\ akzeptierende
_____ — — — Konfiguration
nicht akzeptierende
nformatik Ii Endkonfigurationen | ~ und Telematik
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Platzkomplexitatsklassen

» Definition
e Sei f:N —N eine Funktion. Die Platzkomplexitatsklasse
SPACE(f(n)) und NSPACE(f(n)) sind wie folgt definiert

e SPACE(f(n)) ={L|L isteine Sprache, die durch eine
O(f(n))-Platz-DTM entscheiden wird }

e NSPACE(f(n)) = { L | L ist eine Sprache, die durch eine
O(f(n))-Platz-NTM entscheiden wird }

e Wird die Anzahl der Bander auf k beschrankt, schreiben wir
- SPACE«-gand(f(n)) oder einfach SPACEK(f(n)),
- NSPACE«-sand(f(n)) oder einfach NSPACEKk(f(n)).

Rechnernetze und Telematik
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Beispiel: SAT ist in SPACE,(N)

» Betrachte folgende 2-Band-DTM:
e “Gegeben eine boolesche Formel F mit m Variablen x4, ..., Xm
e FUr alle Belegungen von zi, ..., zne {0,1}™
- Setze Belegung z1, ..., Zm in F ein
* Ist F(z4, ..., zm) wahr, dann akzeptiere und halte
e Sonst verwerfe”
» Laufzeitanalyse:
e Auswerten der Funktion: O(n)
e Anzahl verschiedener Belegungen (m<n): 2n
e |nsgesamt: O(n 2"
» Platzbedarf:
e Auswerten der Funktion: O(n)
e Speichern der Belegung: O(n)

e |[nsgesamt: O(n)
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Maximale Berechnungszeit einer
s(n)-Platz-DTM/NTM

e Jede s(n)-Platz-DTM hat eine Laufzeit von 206M),
Beweis:

v

v

e Es gibt héchstens 2°6M) verschiedene Konfiguration }L
Konfigurationen der DTM Oaaab

a
e Wiederholt sich eine Konfiguration, so wiederholt 1
sich diese immer wieder und die DTM halt “1aab |o]fla]lla]lp]|_

niemals 0
Lemma Oaaab La]la]la]LL] L

e Jede s(n)-Platz-NTM hat eine Laufzeit von 2°60), 8
_1aab bllallal||lb]]_

Beweis o

v

v

e Analog zur DTM: oaaab (a]la](a](e]LL 1 B

¢ \Wenn sich auf einem Berechnungspfad eine .
Konfiguration wiederholt, dann wird sie sich _laab LeJjla)lale]) s
immer wieder und wieder und wieder
wiederholen.
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Komplexitatstheorie

Der Satz von
Savitch
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Nicht der Satz von Savitch

» Schwacher-Satz: Fiir s(n)=n
e NSPACE1(s(n)) ¢ SPACE3(2°6M), d.h.

e Jede Berechnung einer s(n)-Platz 1-Band-
NTM kann von einer 3-Band DTM inPlatz ~  -------------

Startkonfiguration

206M) durchgefiihrt werden. Platzbedarf
] s(n) Anzahl der Nachfolger
> Beweis: — < Anzahl Zustidnde NTM
. . N\
e Simuliere alle Berechnungspfade der NTM \
durch N

e Dadurch wird die Berechnung
deterministisch

» Warum ist die Platzschranke so schlecht?
e Der Baum kann exponentiell tief sein: 206M)

¢ Dann braucht man allein zum Abspeichern,
welchen Ast man gerade berechnet,ein

exponentiell langes Wort nicht akzeptierende
Endkonfigurationen

akzeptierende
Konfiguration

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 11 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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Der Satz von Savitch

» Theorem: Fiir jede Funktion s(n) = n
— NSPACE,(s(n)) C SPACE;(s?(n)), d.h.

¢ Jede Berechnung einer t-Zeit 1-Band-NTM
kann von einer 3-Band DTM in Platz s2(n)

durchgefuhrt werden.
» Beweis:

e Betrachte NTM fiir L € NSPACE;(s(n)), die
mit einer eindeutigen Konfiguration C_,,

akzeptiert, d.h.

- Es gibt nur einen akzeptierenden Zustand
- Am Ende der Berechnung wird das Band

geldscht

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008
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Betrachte das Pradikat
Erreicht-Konf(C,C’,S,T):

- Dieses Pradikat ist wahr, wenn die S-
Platz-NTM M ausgehend von der
Konfiguration C die Konfiguration C’
innerhalb von T Schritten erreicht.

Lemma: Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann von
einer 2-Band-(S log T)-Platz-DTM

entschieden werden
- nhoch zu beweisen

Nun ist T < 2°6M) und damit ist log T =
O(s(n)) < ¢ s(n) fur eine Konstante ¢>0.

— Sei Cg,1 die Startkonfiguration

— Das Pradikat
Erreicht-Konf(Cgugm Cakg S(N), 2¢5M)
entscheidet L.
Dann kann eine 3-Band-DTM L in Platz
c s(n) s(n) = ¢ s(n)? = O(s?(n)) die Sprache L
entscheiden

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beweils des Lemmas

» Lemma: Das Pradikat Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann eine DTM mit2 , Apnalyse
Bandern mit Platzbedarf s(n) log T entscheiden. Platzverbrauch
e Diese Pradikat Erreicht-Konf(C,C’,S,T) ist wahr, wenn die S-Platz-
NTM M ausgehend von der Konfiguration C die Konfiguration C’
innerhalb von T Schritten erreicht.

» Beweis
e Betrachte folgende DTM M’ auf Eingabe (C,C’,S,T)
- Falls T=0 dann
* Akzeptiere falls C=C’ und verwerfe falls CzC’ » Platzverbrauch =
- Falls T=1 dann Eingabelange = s(n)

* Akzeptiere falls C’ eine erlaubte Nachfolgekonfiguration von C
ist oder C=C’, ansonsten verwerfe

- Falls T>1 dann » Platzverbrauch:
+ Fiir alle Konfigurationen Z der Lange S zusatzlich s(n)+1 in
- Berechne rekursiv ri = Erreicht-Konf(C,Z,S, L T/2]) jeder Rekursionstiefe
- Berechne rekursiv r2 = Erreicht-Konf(Z,C’,S, [ T/2 ]) ’ agiirlsionstiefen:
- Falls ri und r2 gilt, dann halte und akzeptiere log T
* Verwerfe

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
. 13 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
Winter 2007/08 Christian Schindelhauer
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Der Satz von Savitch
(Nachschlag)

» Theorem: Fur jede Funktion s(n) = n
e NSPACE:1(s(n)) ¢ SPACEj3(s?(n)), d.h.
» Bewelis:
e Zusammenfassung
- Sei Cstart die Startkonfiguration

- Sei Cakz die eindeutige akzeptierende
Endkonfiguration

- Das Pradikat Erreicht-Konf(Cstart, Cakz, s(n), 2¢ M)
entscheidet L in Platz O(s?(n))

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 14 Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
Christian Schindelhauer
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Komplexitatstheorie

PSPACE
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Die Frage P versus NP versus
PSPACE

» P= Klasse aller Probleme, die effizient entschieden werden konnen
» NP = Klasse aller Probleme, die effizient verifiziert werden kdonnen
» PSPACE = Klasse aller Probleme, die auf polynomiellen Platz entschieden

werden konnen
» EXPTIME = U TIME(2"")
k

» Man weif3 nur, dass P # EXPTIME und

P C NP C PSPACE C EXPTIME

» Allgemein wird aber vermutet, dass alle Inklusionen echt sind, d.h.

EXPTIME
PSPACE
NP
Informatik II| @ Rechnernetze und Telematik
Winter 2007/08 AIbert-LudW|gsTU!’nversngt Freiburg
16 Christian Schindelhauer
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Die Polynom-Zeit-
Abbildungsreduktion

» Definition (Abbildungsreduktion,
Polynomial Time Mapping Reduction,
Many-one)

e Eine Sprache A kann durch Abbildung
auf eine Sprache B in Polynom-Zeit
reduziert werden: A <mp B,

- falls es eine in Polynom-Zeit-
berechenbare Funktion f: 2*—=2*
gibt,

- so dass fur allew: we A & f(w) e B

¢ Die Funktion f hei3t die Reduktion von A
auf B.

» Theorem

e Falls A <mp B und B ist in PSPACE,
dann ist A auch in PSPACE.

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

Ausgangsproblem =S

Ausgangs-

Zielproblem

P

kann reduziert
werden auf
™ Ziel-

problem _» problem

Ist nicht

schwerer als

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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PSPACE-Vollstandigkeit

» Definition:

e Eine Sprache S ist PSPACE-schwierig,
falls

- fur alle L € PSPACE: L <mp S

* Eine Sprache S ist PSPACE-vollstandig PSPACE-
wenn. vollstandige
- S € PSPACE

Sprache
- S ist PSPACE-schwierig

» Theorem
e QBF ist PSPACE-vollstandig

Rechnernetze und Telematik
18 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Quantifizierte Boolesche Formeln

» Eine Boolesche Funktion ist definiert
durch

e Fine Konstante 0 oder 1
e Eine Variable, z.B. x,y,z

e Die Negation einer Booleschen
Funktion, z.B. = F(x,y,2)

¢ Die Disjunktion zweier Booleschen
Funktionen, z.B. F(x,y,z) v G(X,y,2)

e Die Konjunktion zweier Booleschen
Funktionen, z.B. F(x,y,z) A G(X,y,2)

» Eine quantifizierte Boolesche Formel
(QBF) besteht aus

e Einer Folge von Quantoren dx, Yy mit
daran gebundenen Variablen

Informatik Il 20
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

e Einer Booleschen Funktion
F(X1,X5,..,Xm)

e Jede Variable der Funktion ist genau
einmal an einem Quantor gebunden

» Die quantifizierte Boolesche Formel

ist erfullbar falls
e |m Falle eines Existenzquantors:
dx F(x) < F(0) v F(1)
- wobei F eine weitere QBF sein
kann

e |m Falle eines Allquantors:
VX F(x) < F(0) A F(1)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Beispiele:

» Fakt:
e ax F(x) & F(0) v F(1), vx F(x) & F(0) A F(1)

» Sind die folgenden Aussagen wahr?
¢ IXVY(XAY)V(mXATY)

e YWWIAX(XAY)V(mXATY)

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Boolesche Funktionen

» Definition QBF (Quantified Boolean Formula Problem)

e Das Quantifizierte Boolesche Erfullbarkeitsproblem der
Booleschen Funktion ist definiert als:

e QBF ={ o | o ist eine wahre quantifizierte Boolesche
Formel}

e (Gegeben: Boolesche quantifizierte Formel Q

e Gesucht: Ist Q wahr?

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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QBF ist NP-schwierig

Spezialfall: SAT
e Jedes Boolesche Erflllbarkeitsproblem ist als QBF darstellbar
Theorem
e SAT <, , QBF
Beweis:
¢ Reduktionsfunktion:
- gegeben Funktion ¢
- Fuge fur alle Variablen der Funktion Existenzquantoren hinzu
- Ausgabe: Ix;3IxX,... IX,, d(Xq,..,Xp)
o Korrektheit
- folgt aus der Aquivalenz der Formeln
e |aufzeit: Linear
Korollar:
e QBF ist NP-schwierig

Rechnernetze und Telematik
23 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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QBF ist in PSPACE

» Theorem - FallsQy =V

e QBF ist in PSPACE = Falls aund b gib 1 aus, sonst 0.
» Beweis: - FallsQ, =13

e Konstruiere TM

* Falls aoder b gib 1 aus, sonst
- gegeben QBF: 0.”

QX1 QoXa . QX O(X1,,Xm) e Platzbedart:

« far Q € {V,3} - O(1) in jeder Rekursionstiefe
- Setze x4=0: Berechne - Anzahl Rekursionstiefen: m<n

a= (X . QrXm O(X15--,Xm) - Gesamtspeicher: O(n)
- Setze x4=1: Berechne

b= Q%5 . QX §(X1,-Xm)

Informatik III Rechnernetze und Telematik
. 24 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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QBF ist PSPACE-schwierig

» Theorem
e FUr alle L € PSPACE gilt L <mp QBF

» Beweis

e Betrachte 1-Band s(n)-Platz-TM mit
s(n) = O(n¥)

e Dann gibt es eine Boolesche
Funktion polynomieller GroBe, die
wahr ist, falls
Erreicht-Konf(C,C’,S,1) fUr
gegebene Eingabelange und die in
Polynom-Zeit beschreibbar ist.

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

—Lemma
Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann
von einer quantifizierten

Booleschen Funktion der Lange
O(S log T) beschrieben werden.

- Diese Funktion lasst sich von einer
DTM in Zeit O(S log T)
konstruieren

e Konstruiere QBF zu
Erreicht-Konf(Anfangskonfiguration,

Endkonfiguratoon,s(n),2¢sM)

Rechnernetze und Telematik
25 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Wie man Erreicht-Konf nicht
darstellt

» Betrachte nun folgende QBEF fiir
e Erreicht-Konf(C,C’,S, 0) = (“C=C"")
¢ Erreicht-Konf(C,C’,S, 1) = (“C=C"") v (“C geht tber in C”)
e Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) = 3 Z: Erreicht-Konf(C,Z,S,T) A Erreicht-Konf(Z,C’S,T)
» GroBe G(T) der Formel fiir Erreicht-Konf:
e G0O)=cS
e G(1)=c’S
e G@2T)=2G(T)+c”
- fur geeignete Konstanten c,c’,c’ ’> 1
e Beobachtung: G(T) = QS T)
- Siehe nachste Folie ...
» Problem:
¢ Rekursiv definierte Formel wachst linear in T
e T =2¢sM notwendig die Berechnung einer s(n)-Platz-DTM
e Daher ergibt das keine Polynom-Zeit-Reduktion

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Die zugehorige Rekursion

Betrachte Rekursion

e 9(0)=S
e g(1)=S
* g(2T)=2g(T)

Beobachtung: g(t) < G(t)

e Beweis durch vollstandige Induktion
Behauptung: g(2%) = S 2k, fiir k=0

Beweis:

e Aussage ist korrekt fur k=0

e Angenommen die Aussage ist korrekt fur k
e Dannist g2k+1) =2 g(2%) =2 S 2k = S 2k+1
Daraus folgt die Beobachtung: G(T) = Q(S T)

27
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Wie man Erreicht-Konf darstellt

» Lemma

e Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann von einer
quantifizierten Booleschen Funktion der
Lange O(S log T) beschrieben werden.

e Diese Funktion lasst sich von einer DTM
in Zeit O(S log T) konstruieren Losung:

» Beweis: Betrachte nun folgende QBF fiir
¢ Erreicht-Konf(C,C’,S, 0) = (“C=C"")
e Erreicht-Konf(C,C’,S, 1) = (“C=C’”) v (“C
geht Gber in C’”)
e Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) =
- 3/7:v AB:
(“(A,B)=(C,2)” v “(A,B)=(Z,C’)") =
Erreicht-Konf(A,B,S,T))

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008
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e Behauptung 1: Die QBF ist korrekt

- Voraussetzung die Rekursion:
- Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) =
3 Z: Erreicht-Konf(C,Z,5,T) A
Erreicht-Konf(Z,C’,S,T)
- Ist korrekt

e Behauptung 2: Die Lange der QBF ist in

O(Slog )
e Wahl T = 2°S reicht flir die Berechnung
einer S-Platz-DTM

e Konstruktion laBt sich in von einer
Polynom-Zeit-DTM berechnen, da
Slog T =0(S?

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer

28



Sind die Formeln aquivalent?

3Z:V A,B: dZ: Erreicht-Konf(C,Z,S,T) A

Erreicht-Kon£(Z,C’,S,T
(A,B)=(C,2) v (A,B)=(Z,C")) rreicht-Konf( )
— Erreicht-Konf(A,B,S,T) und betrachte nur Term hinter 3 Z

Def.: P(A,B)= Erreicht-Kon£f(A,B,S,T)
v A,B: P(C!Z) A P(Z!C,)
((A,B)=(C,2) v (A,B)=(Z,C’)) = P(A,B)

N ((A,B)=C,Z)V (A,B) = (Z,C")) = P(A, B)
A,B
3 Falle:
e (A,B)=(C,2): Ergebnis: P(C,2)
e (A,B)=(Z,C’): Ergebnis: P(Z,C’)
e \Weder noch: Ergebnis: Wahr
Ergibt:
P(C,Z) » P(Z,C’)

Informatik Ill Rechnernetze und Telematik
. 29 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Winter 2007/08 Christian Schindelhauer
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Die Lange der QBF ist
O(Slog T)

» Rekursion: » Behauptung: g(T) = g(2"°9T) < ¢ (1+log T)
—Erreicht-Konf(C,C’,S, 0) = (“C=C’") S, far T=0
~Erreicht-Kon£(C,C’,S, 1) = (“C=C"") v * Korrekt fir T=1
(“C geht tber in C’”) * Induktionsannahme: Behauptung korrekt
—Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) = far T
37:V AB: (“(A,B)=(C,2)” v * |Induktionsschluss:
“(A,B)=(Z,C’)”) = Erreicht- g(2T) = 9((2D1+|°g T)S
=g(M +c
Kon£(A.B,5.1) —c(1+ogT)S+cS
» Sei g(T) die GroBe: —c (2+log T S = ¢ (1+log 2T) S
* g0)=cS
*g(1)=cS

*9@2T)=g(M+cS
- flr geeignete Konstante c>1

Rechnernetze und Telematik
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Christian Schindelhauer
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Komplexitatstheorie

Die Komplexitat
von Spielen
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PSPACE und Spiele

» Tic-Tac-Toe kann als quantifizierte
Boolesche Funktion beschrieben
werden:

e Gibt es einen Zug flr mich,

e So dass fur alle gliltige Zige des
Gegners,

e es einen Gewinnzug fur mich gibt
oder einen gultigen Zug fur mich
gibt,

e so dass fur alle gultige Zuge des
Gegners kein Gewinnzug fur ihn ist
und

e es einen Gewinnzug fur mich gibt
oder einen gultigen Zug fur mich
gibt,

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008
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e so dass fur alle gultige Zuge des
Gegners kein Gewinnzug fur ihn ist
und

e es einen Gewinnzug fur mich gibt
oder einen gultigen Zug fur mich
gibt,

e so dass fur alle gultige Zuge des
Gegners kein Gewinnzug fur ihn ist
und

e es einen Gewinnzug flr mich gibt.

Rechnernetze und Telematik
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Christian Schindelhauer
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Tic-Tac-Toe als Spielbaum

1ibt es eine ewinnzug

0 Am Zug:

Am Zug: o
Fur alle Gegenzuge?

Ug: X

Gibt es eine Gewinnzug?

. schnernetze und Telematik
Informatik I dwigs-Universitat Freibur
Winter 2007/08 S 9 9

Christian Schindelhauer

Mittwoch, 5. Marz 2008



Tic-Tac-Toe als
Spielbaum

» Eine QBF beantwortet die Frage, ob
Spieler x gewinnen kann

» Aber welcher Zug ist der Gewinnzug?
» LOosung:
e Probiere alle MOglichkeiten aus

e Konstruiere die entsprechende QBF
fur Spieler o

e \Wahle die Mdoglichkeit, in der o verliert

» Diese Art der Reduktion kennen wir
als Turing-Reduktion

» PSPACE ist abgeschlossen gegenuiber
Polynom-Zeit-Turing-Reduktionen

Gibt es einen Gewinnzug?

Rechnernetze und Telematik
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» Schach auf allgemeiner Brettgrof3e mit
Fortschrittsregel ist PSPACE-
vollstandig

e Fortschrittsregel:

- innerhalb von 50 Zugen muss ein
Bauer bewegt werden oder eine
Figur geschlagen werden

» Sokoban:
e PSPACE-vollstandig

» Schach in verallgemeinerter Form
ohne Fortschrittsregel ist

e EXPTIME-vollstandig
» Dame: fur allgemeine Brettgro3en
e EXPTIME-vollstandig

Informatik Il
Winter 2007/08

Mittwoch, 5. Marz 2008

Mehr Spiele

o (kmines) | & Sirtet @ gyt [ filevh.. | BE Mahjon..| B board..| @ Sokobar
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4.4 Space

Ende
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