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Informatik-III

Wintersemester 2007/2008
Blatt 6

Aufgabe 18 (1 Punkt für schriftliche Lösung)
Geben Sie jeweils die Turingmaschine an, die für die Eingabe au#bv für u, v ∈ {0, 1, 2, . . .} die
Ausgabe

1. cu+v = ccc . . . c︸ ︷︷ ︸
u+v

2. cu·v = ccc . . . c︸ ︷︷ ︸
u·v

3. cuv
= cccccc . . . c︸ ︷︷ ︸

uv

= cccccc . . . c︸ ︷︷ ︸
u · u · . . . · u︸ ︷︷ ︸

v

auf das Band schreibt und hält.
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1. Addition
Die folgende TM löst das Problem der Addition:

1 2
a,$,R

3

#,$,R

#,c,R

a,c,R b,c,R

4
c,_,L

5

_,_,L

c,c,L

$,c,L
accept

$,_,L

reject
Alle fehlenden 

Übergänge kommen 
hier an

Addition

Der Bandanfang wird zuerst mit $ markiert und dann alle Buchstaben a, b und # durch c
ersetzt (Zustände 1-3). Sobald das Bandende gefunden worden ist, wird ein c gelöscht und
zum Bandanfang gespult. Dort wird das $ durch ein c ersetzt, falls mindestens ein a oder b
in der Eingabe standen, ansonsten wird es gelöscht.

Somit berechnet die TM in linearer Zeit die unäre Addition, falls das Eingabeformat kor-
rekt war. Ansonsten verwirft die Turing-Maschine.
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2. Multiplikation

Für die Multiplikation werden folgende Hilfsprogramme benutzt. Diese werden als Makros
in das Turing-Programm hineinkopiert. Dadurch ist es möglich strukturiert die Turing-
Maschine zu beschreiben.

1 2

3

Bandanfang markieren mit $
Bandende mit x ∈ Γ markieren
Eingabe a*#b* auf Richtigkeit überprüfen
Ersetze a in u's
b's in v's umwandeln 

4

5 6_,x,L

_,#,R _,v,R
b,v,R

b,#,R

#,u,R

Initialisiere und wandle a's in u's 
und b's in v's um
Markiere Bandende mit x

#,$,R

p,p,L für p≠$

a,u,R

$,$,R

a,$,R
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Gehe zum Bandanfang

1

p,p,L für 
p≠$

$,$,R

2 3

Gehe von der aktuellen Position
nach rechts zum ersten x oder y
falls erstes Zeichen x dann X
falls erstes Zeichen y dann Y

4

X

Y

Gehe zum nächsten x oder y

p,p,L
für p ∈ Γ

p,p,L
für p ∈ Γ

y,y,R

x,x,R

p,p,R für 
für p ∈ Γ\{x,y,_}

Verschiebe c's zwischen # und _ auf x, 
lösche alles rechts davon
x ∈ Γ kommt nur einmal vor

Gehe zum 
nächsten 
# oder _

#
Gehe zum 
Bandanfan

g

c,#,L

5

p,&,R
für p ∈ Γ

&,c,R

6

p,_,L
für p ∈ Γ\{x}

x,x,L

Ergebnis kopieren hinter x

Gehe zum 
nächsten 
c oder _

1

#,d,R

Gehe zum 
Bandanfang

Gehe zum 
nächsten 

&

1

c _

Gehe zum 
nächsten 

x

Gehe zum 
nächsten 

x
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Verschiebe c's hinter $ um eins nach vorne 
Eingabe: $cu  

Ausgabe: cu 

Gehe zum 
nächsten 

_

Gehe zum 
Bandanfang

6 c,_,L 8

c,c,L

$,_,L $,c,L

Bandanfangssymbol löschen
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Die resultierende Turing-Maschine sieht dann wie folgt aus. Im grauen Text findet man
beispielhafte Bandinschriften.

Auf Eingabe au#bv berechne cuv

Gehe zum 
nächsten 
c oder #

c

Initialisiere
Wandle a's in c's 
und b's in c's um

Markiere 
Bandende mit =

1

c,+,R

Multiplikation

#

Kopiere c's 
zwischen # und = 

auf _

accept

Gehe zum 
Bandanfang

aaaa#bbb__ $cccc#ccc=__

$+ccc#ccc=__

$+ccc#ccc=ccc___

$++cc#ccc=ccc__

$++cc#ccc=cccccc___

$++++#ccc=ccc...c___

ccc...c___

Ergebnis 
kopieren 
hinter $ 

Bandanfangs-
symbol 
löschen

$ccc...c___

3. Potenzierung

Unter Verwendung der oben dargestellten Makros kann man auch die Potenzierung dar-
stellen. Für den Fall, dass die Eingabe u = v = 0 vorliegt, wird die TM ablehnen (genauso
gut kann man aber auch 1 ausgeben, da mitunter 00 = 1 definiert wird).

Die resultierende Turing-Maschine sieht dann wie folgt aus. Im grauen Text findet man
beispielhafte Bandinschriften.
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p,_,L
für p ∈ Γ\{$}

Auf Eingabe au#bv berechne cuv

Gehe zum 
nächsten 
c oder #

c

Initialisiere:
Wandle a's in c's um
Wandle b's in b's um

Markiere Bandende mit |

Potenz

#

Gehe zum 
nächsten 
b oder |

| b

Gehe zum 
nächsten 
b oder |

|

b

u=0
v>0

u=0
v=0

reject Gehe zum 
nächsten _

1

accept

$,_,R

u>0
v=0

Gehe zum 
nächsten _

2
p,_,L

für p ∈ Γ\{$}

$,c,R

u>0
v>0

aa#bbbbb__ $cc#bbbbb|__

$#|__

$#bbb|__ $ccc#|__

$cc#bbbbb|__

_______ c_______

zu 3
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Gehe zum 
nächsten 
b oder |

3 b,*,R Gehe zum 
nächsten _

5_,§,RKopiere c's zwischen $ und # 
auf _

Gehe zum 
nächsten 
c oder §

c

7

c,+,R

§

Kopiere c* 
zwischen § und = 

auf _

Ergebnis kopieren  
hinter |

Multiplikation

Auf Eingabe w|cu§cv= berechne w|cuv

4
_,c,R

Gehe zum 
Bandanfang

Gehe zum 
nächsten |

Gehe zum 
nächsten _

6

_,=,R

Gehe zum 
nächsten _

b
|

Gehe zum 
Bandanfang

u>0
v>0

$cc#*bbbb|__

$cc#*bbbb|c__

$cc#*bbbb|c§__
$cc#*bbbb|c§cc_

$cc#*bbbb|c§cc=_

$cc#**bbb|+c§cc=_

$cc#**bbb|+c§cc=cc_

$cc#**bbb|++§cc=cccc_

$cc#**bbb|cccc_

$cc#**bbb|cc§__

$cc#***bb|cccc§__

$cc#**bbb|cc§cc=_

$cc#**bbb|cc§cc_

zu 8
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Ergebnis kopieren  
hinter $

Bandanfangs-
symbol löschen

accept

$cc#*****|cccc..cc__

$cccc..cc__

cccc..cc__

8
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